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Este trabajo desarrolla un modelo de equilibrio parcial para valuar productos derivados 

cuando la volat ilidad del activo subyacente presenta volatilidad estocástica. El modelo con
sidera una economía poblada por agentes racionales (consumidores-inversionistas) que toman 

decisiones sobre consumo e inversión en un ambiente de riesgo de mercado. E l precio del 
der ivado y el coeficiente de riesgo se caracterizan como las soluciones de un sistema de ecua

ciones diferencia les parciales. Varias formas específicas de la función de ut ilidad son analizadas 

en el proceso de valuación. 

Abstract 

This paper develops a model of partial equilibrium to estirnate derivative products when t he 
volatility of the underlying asset displays stochastic volatility. T he model considers an econ

omy populated by rational agents (consumer-investors) who make decisions on consumption 

and investment in an environment of risk market . T he price of the derivative and the coeffi
cient of risk are characterized as solutions of a system of partial differential equat ions. Severa! 

sp ecific forms of the ut ility function are analyzed in t he valuing process. 
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l. Introducción 

En esta sección se obtiene, a t ravés de agentes racionales maximizadores de 
utilidad , la ecuación diferencial parcial que caracteriza el precio (valor) de una 
opción europea de compra cuando la volatilidad es estocástica. En particular, 
se supone que la volatilidad es conducida por un movimient o geométrico Brow
niano. Se supone que los agentes tienen acceso a tres activos financieros: una 
acción, una opción sobre la acción y un bono libre de riesgo de incumplimiento 
que paga tasa fij a. Se supone t ambién que no hay impuestos y que no exis
ten costos de transacción en el mantenimiento del portafolio , es decir , no hay 
comisiones. 

2. Planteamiento del problema de valuación 

Se supone que el precio del activo subyacente, St, sigue un movimiento geo
métrico Browniano, cuya volatilidad al cuadrado (la varianza) , crl = Vi , es 
conducida por otro movimiento geométrico Browniano, es decir , 

{ 

dSt = µStdt + CTtStdWt, 

dVt = aVtdt + ,BVid Zt , 

(1) 

dondeµ E lR. es el parámetro de t endencia del subyacente, a E lR. es la tendencia 
de la varianza y ,B > O es la volatilidad de la varianza, las cuales son cantidades 
conocidas . Asimismo, se supone que los movimientos Brownianos dWt y dZt 
están correlacionados entre sí, de tal forma que 

Cov(dWti d Zt) = pdt. 

Observe, por último, que no se considera el pago de dividendos. 

Considere ahora un consumidor-inversionista racional que tiene acceso a 
tres diferentes activos: una acción de precio St , una opción sobre la acción de 
precio e = c(St , Vi , t) y un bono libre de riesgo de incumplimiento que paga una 
tasa constante r. El bono también puede verse como un depósito bancario que 
paga t asa r. Como siempre, se supone que el precio de una opción europea de 
compra, e, depende de las variables de estado, esto es, e = c(St , Vi, t). En lo 
subsecuente, ªt denotará la riqueza real del agente al instante t. Las propor
ciones de la riqueza que el agente asigna a la tenencia de los diferentes activos , 
la acción, el derivado y el bono serán denotadas , respectivamente, por Xt , Yt y 
1- xt - Yt· La ecuación de evolución de la riqueza real (restricción presupuesta!) 
está dada por 

donde dR s = dSt/ St y dRc = de/ c. Es importante destacar la di fe rencia entre 
e y Ct , el primer caso se refiere al precio de la opción y el segundo al bien de 
consumo. Ahora bien , de acuerdo con el lema de Ito, se tiene que el precio de 
la opción sigue una ecuación de la forma 

(2) 
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donde los coeficientes µ e, (J e y ec están dados, respectivamente, por: 

y 
1 oc 

ec = - /3 Vt - . 
e oVi 

(3) 

(4) 

(5) 

Ahora bien, en virtud de (1) y (2), la ecuación de evolución de la riqueza se 
puede reescribir como: 

da t = at [r + (µ - r)xt + (µ e - r)yt - :: ] dt+at(xwt + Yw c) dWt + ªtYtecdZt. 

(6) 
En lo que sigue, la función de utilidad (satisfacción) del agente por el consumo 
de un bien genérico, et , se denotará mediante u(ct) · Suponga que la función de 
ut ilidad indirecta, o bienestar económico, del individuo está dada por: 

J(at, Vi, t) = max E [iT u(c8 )e - 68 ds + b(ay, T) 1 :Ft ] , (7) 
{c,,x,,yt} t 

sujeta a las condiciones expresadas en las ecuaciones (1) y (2). El parámetro 
8 > O determina la tasa subjetiva de descuento del individuo, :Ft denota la 
información relevante disponible al tiempo t y b(ay , T) representa la función 
de legado (herencia o salvamento) en T. Observe que también T representa la 
fecha de ejercicio de la opción. Por último, se supone que u(-) satisface u' > O 
y u" < O, es decir , la función de ut ilidad es estrictamente creciente y cóncava. 
En otras palabras, la ut ilidad marginal es positiva pero decreciente. 

A continuación se emplean varias formas funcionales de la función de uti
lidad para obtener la ecuación diferencial parcial que caracteriza el precio de la 
opción. 

3. Función de utilidad con coeficiente constante de aversión al riesgo 

En esta sección se supone que la función de utilidad tiene la siguiente forma 
funcional : 

(8) 

y que el término de legado es 

-6TªT1 
b(ay, T ) = e - , (9) 

'Y 
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donde ¡ es el parámetro de aversión al riesgo. Observe que si ¡ = 1 el inversio
nista es neutral al riesgo, mientras que si O < 'Y < 1, el inversionista es adverso 
al riesgo. El caso 'Y = O corresponde a la función de utilidad logarítmica, la cual 
se estudiará más adelante . 

Para resolver el problema (7) , con la función de utilidad de (8), se uti
lizará la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Es decir, la función 
J = J ( ªt , Vt, t) , expresada en (7) , debe satisfacer la siguiente ecuación diferen
cial parcial de segundo orden: 

O = max - e + - + - at r + (µ - r )xt + (µ e - r )yt - - + { 
el - M {J J {J J [ Ct ] 

{ X t ,y, ,et} '°'( fJt fJat at 

(10) 

Al igualar a cero las derivadas parciales de (10) con respecto de et, Xt y Yt, se 
obtienen las siguientes condiciones necesarias para un máximo: 

- ót ¡ - 1 {JJ o e Ct - - = 
ªªt , 

(11) 

(12) 

y 
µ e - r = - [(Yt<T c + .Tt<Tt)ac + Yt~~ + (Xt<Tt + Yt<Tc)~cP + Yt<Tc~cP] 

{J2J [J2J 

fJal ( ) fJatfJVt 
ªtfjJ - Pªc + ~e ,6Vi {JJ (13) 

ªªt ªªt 
Se propone un candidato de solución de la forma: 

- ót ªt 1 

J(at , Vi , t) = e g(Vt , t)-, (14) 
1 

el cual separa variables (multiplicativamente) . La función g(Vi , t) es conocida 
como el coeficiente del premio al riesgo. Este nombre se justifica a continuación. 
Observe primero que a partir de (14), se sigue que 

{JJ - ót - 1 
-= e g(Vt,t)at1 , 

ªªt 
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y 
32 J - ót 8g i - 1 

- -- = e - at 
8at8Vi 8Vi 

En virtud de estas ecuaciones, el coeficiente de aversión al riesgo, el cual aparece 
explícitamente en (12) y (13), satisface 

en donde - ctu"(ct)/u'(ct) es la elasticidad de la utilidad marginal (coeficiente 
relativo de aversión al riesgo). Además, 

32 J 
aa;av; 

8J 
8at 

8g 
8Vi 1 8g Vi 1 

= - -- = - - - = - E:gV 
g(Vi , t) Vi 8Vi g Vt ' ' 

en donde E:g, V es la elasticidad de g con respecto de Vt. Para obtener la ecuación 
diferencial parcial que determina el precio de la opción se requiere una solución 
de esquina. En particular, se requiere que haya inversión en la acción, pero no 
en la opción ni en el bono libre de riesgo. Al sustituir Xt = 1 y Yt = O en las 
ecuaciones (11), (12) y (13), éstas se transforman, respectivamente, en: 

(15) 

8g 

( ) 
2 8Vt µ - r = 1 - 1 <7t - P<7t/3Vi - --

g(Vt , t) 
(16) 

y 

k 
µc - r = (l-¡)<7t(<7c + ecP)-(<7cP + ec)f3Vt (

8
Vi). (17) 

g Vi , t 

En particular, los premios al riesgo para el activo subyacente y el producto 
derivado están dados por las ecuaciones: 

y 

8g 
µ - r 8Vi 

>.s = - - = (1 - ¡ )ut - pf3Vi--
O"t g(Vt,t) 

µe - r 
>-e= - - = 

O" e 

8g 

( 
ec ) ( ) ( ec) 8Vt 1 + - p 1 - ¡ O"t - p + - /3Vt---. 
O" c O"c g(Vi, t) 

(18) 
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A partir de las ecuaciones anteriores se puede concluir que 

Ac = >.s + - p(l - ¡ )at - - - - , ec ec ( f3 Vi) 89 
O" e O" e 9 8Vi 

la cual conduce a 

Be 8c 1 2 8
2
c [ ((3 2

V? ) 89 ] - + - rSt + -VtSt - -2 - re+ aVi - /JVip( l - ¡ )O"t + - - -
at ast 2 ast 9 avt 

ac 1 8 2c 2 2 82 c 3/2 o - + - --/3 V + --/JV Stp -
8Vi 2 8Vi 2 t 8St8Vi t - ' 

(19) 
junto con la condición de frontera c(St, Vi , T) = max(St - K, O) . Asimismo, 
la ecuación (10) se simplifica si se sustituye el candidato de solución J y la 
solución de esquina Xt = 1 y Yt = O, en cuyo caso se obtiene 

9-Y!(T - l) ó 1 89 1 1 o= - -9 + - - + µ9 - 9-y/(T- ) + - (¡ - l)Vi9 
1 1 1 at 2 

1 89 1 (/3 2
V

2
) 8

2
9 + (aVi + ! O"tf3Vtp)-- + - _ _ t --
2

. 
1 ªVi 2 1 avt 

donde se ha utilizado que 

y 
aJ 
at ( 

89) - 6tªt'Y -89+- e -. 
8Vi 1 

De esta manera, la ecuación (20) se transforma en 

o= - 89 + (¡ - 1)9-Y/(T- l) + [(ó - µ¡ ) - ~¡(¡ - l)Vt] 9 
at · 2 

3/2 a9 1 2 2 a2
9 - (aVi + 1f3Vt p)- - - /3 Vt - 2 . 

BVi 2 avt 

(20) 

(21) 

La condición de frontera , en este caso, es 9(Vi , T) = 1, lo cual asegura que 
se satisfaga el valor del legado en (9). Como puede observarse, se requiere la 
solución de (21), 9 = 9(Vt, t), a fin de sustituirla en (20) y poder resolver esta 
última en c(St, Vi , t). 

La ecuación (19) indica cómo ajustar el proceso estocástico que sigue el 
precio del activo subyacente, dado en la ecuación (1). En este caso, 
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4. Función de utilidad logarítmica 

Considere de nuevo un consumidor racional con vida infinita maximizador de 
utilidad. Se supone una función de utilidad logarítmica, lo cual conduce a que el 
consumidor es adverso al riesgo. Como antes, se supone que el consumidor tiene 
acceso a un activo libre de riesgo (de incumplimiento), por ejemplo un bono 
cupón cero, una acción con riesgo y una opción sobre dicha acción. Se supone 
que la función de utilidad esperada al tiempo t de un individuo representativo 
y competitivo tiene la siguiente forma: 

(22) 

donde b es la tasa subjetiva de descuento y :Ft es la información disponible en 
al tiempo t. 

El consumidor representativo posee tres diferentes activos, en términos 
reales: un título de deuda, de precio bt ; una acción , de precios St y una opción 
de compra c(St , t) sobre St . En consecuencia, la riqueza real, at, del individuo 
está dada por: 

ªt = bt + S , + c(St , t) , (23) 

Sea Xt = St/ at la proporción de la riqueza que el consumidor asigna a la tenencia 
de títulos de capital, Yt = e/ at la proporción de la riqueza que el consumidor 
asigna a la tenencia de opciones y 1 - Xt - Yt = bt/ ªt la proporción de la riqueza 
que el consumidor en títulos de deuda pública. De esta manera, la evolución 
de la acumulación de la riqueza real sigue la ecuación diferencial estocástica de 
la forma 

donde dRs es el rendimiento del activo con riesgo, dRc es el rendimiento de la 
opción y dRb = rdt el rendimiento del bono. Es importante distinguir entre las 
cantidades e = c(St, Vi, t) y Ct, la primera representa el precio de la opción y la 
segunda el consumo. Suponga que 

dRs = µdt + ütdWt, (25) 

dondeµ E IR, O't ?: O y {Wt}t>O un movimiento Browniano definido sobre un es

pacio fijo de probabilidad equipado con una filtración (D w, :Fw, { :Ftw h::::o, 1P w) 
y 

(26) 

donde Vt = üZ , a > O, ¡3 > O y { Zt}t;::o un movimiento Browniano definido 

sobre un espacio fijo de probabilidad equipado con una filtración (D z , :Fz , 
z z 

{:Ft h ;:: o, 1P ). Suponga que 

Cov(dWt, dZt) = pdt. 

Durante el intervalo de tiempo [t , t + dt], el activo subyacente cambia de St a 
St + dSt, en consecuencia, el precio de la opción cambia de c(St, Vi, t) a e + de. 
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E l cambio marginal en el precio de la opción se obtiene mediante el lema de 
Ito, como: 

ó 

donde 

y 

( 
ac + ac s + ac v. + 1 2 8 2 a 2 

e + 1 {32 v2 a2 
e + {3S v. a2 

e ) / µ e= a, as,µ t av;"' t 2ªt t 8S[ 2 t 8V[ ª' t tP&s,v, e, 

oc f3Vi 
ec = 8Vi - c- . 

Si se sustituyen las ecuaciones (25) y (27) en (24) , se tiene que 

Sea 

dat = at [r + (µ - r)xt + (µe - r)yt - :: ] dt+ 

+ ªt [(crtXt + 0-cYt) dWt + YtecdZt]. 

J(at,Vi,t) = max E [ { Tln(c 8 )e - ótds + ln(ar)e - óT 1 :Ft ] · 
{c,,x,,yt} }t 15 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

La condición necesaria del problema de control óptimo estocástico en el que el 
consumidor racional desea maximizar la utilidad total queda expresado como: 

- ót [ Ct ] O =ln(ct)e + Jt + Jaat r + (µ - r)xt + (µe - r)Yt - ªt 

+ ~J aaa; [ (o-tXt + o-cYt)
2 + e~y; + 2 (crt Xt + o-cYt) ecYtP] 

+ Jvo:Vt + ~Jvvf32 V/ + JavatVif3 [(crtXt + O-cYt)P + ~cYt] · 

Considere el siguiente candidato de solución 

( [ ]
1 - ót 

J at, Vi , t) = ln(at) + g(Vi, t) be . 
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En este caso, se sigue que g(Vi, T) = O. Asimismo, 

O = ln(ct) - [ln(at) + g(Vt , t) ] + - - + - r + (µ - r)xt +(µe - r)yt - -1 Og 1 [ Ct ] 
8& 8 ~ 

Las condiciones de primer orden son 

(31) 

y 
(32) 

Es fáci l verificar que f3 = 1/8. Las dos últimas condiciones se pueden reescribir 
como 

y 

µ - r 
>-s = -- = atXt + ªcYt + ~cYtP 

ª t 

Al sustituir (33) en la expresión anterior, se tiene que 

( ~e ) ~~ ( 2) Ac = >.s 1 + p - + Yt- 1 - p . 
ac a c 

Si Yt = O, entonces 

Ac = >- s ( 1 + p !:) . 
Después de sustituir (27) , (28) y (29) en la ecuación anterior, se obtiene 

donde 
).. :: ASP· 

Si se sustituyen Xt = 1 y Yt = O en la condición HJB, se tiene que 

1 og µ 1 2 a og 1 82g 2 2 
O= log(8) - g + - - + - - 1 - - a + - -Vt + - - /3 V . 

8 at 8 28 t 8 oVt 28 av? t 

(33) 

(34) 

(35) 
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Ahora bien, en virtud de (33) , se sigue que a'f = µ - r. De esta manera, 

i og og 1 a2g 2 2 
O = 8[log(8) - 1] + 2 (µ + r) - 8g + - + a - Vi+ --2 /3 Vt , at oVt 2 avt 

junto con la condición de frontera g(Vi, T) = O. La solución de esta ecuación 
diferencial parcial es independiente de Vi y está dada por 

donde 

Observe que g satisface 

y g(T) =O. 
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