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Abstract

In this paper three models of stochastic processes are tested both in terms of econometric fit
and of their predictive power for the prices for derivatives traded in the Mexican derivatives
market (MexDer). The asset studied is the Mexican Stock Exchange Index. The model
proposed in the paper includes Poisson jumps, truncated Fréchet distributions and coherent
measures of rigk, as well as stochastic volatility. This model shows the best econometric fit and
also the best predictive power, specially in 2006, when Puts are much more expensive than
Black Scholes or a stochastic volatility CIR model predict. This paper has very important
implications for compensation chambers and in the risk managemert of portafolios similar in
structure to the index of the Mexican stock market.

Resumen

En este trabajo se calibra y se compara el desempeiio de una familia de 3 modelos de procesos
estocdsticos con el fin de valuar un call y un put europeos sobre el indice de la Bolsa Me-
xicana de Valores (BMV). Los modelos van desde el cldsico modelo de Merton-Black-Scholes
hasta modelos con volatilidad estocéstica y procesos de difusién estilo Poisson, cuyos saltos
tienen distribucién tipo Fréchet truncada. Se concluye que un modelo con volatilidad es-
tocéstica estilo CIR (que asegura que la varianza sea siempre positiva) junto con un proceso
estocastico para el subyacente que incluye procesos estocasticos de Poisson con saltos cuya
distribucién es tipo Fréchet (saltos tanto hacia arriba como hacia abajo, y con la posibilidad
de ser asimétricos) mostrara ser un modelo que permite explicar comportamientos multiples
para el volatility-smile tanto para un call como de un put europeos. Las distribuciones de
Fréchet-Weibull se asocian a eventos extremos. Por ello, en este trabajo se utilizan dichas
distribuciones para calibrar los modelos en los que hay procesos estocésticos tipo Poisson con
el fin de explicar de manera més consistente el comportamiento de los precios de mercado
observados en el perfodo 1990-2006, particularmente en momentos de alta volatilidad. Las
implicaciones de este trabajo son multiples para fines de estimacién de margenes y primas
en cdmaras de compensacién de derivados, asi como para la estimacién y administracién de
riesgos en portafolios similares al indice de la BMV.
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1. Introduccién

Existe desde hace décadas un gran interés en modelos de procesos estocésti-
cos que puedan describir el comportamiento de los precios de varios activos
financieros. Los procesos estocdsticos que son martingalas son de particular
interés para la valuacién de derivados.

En un inicio se intenté describir a los precios de los activos mediante el
supuesto de que los log-rendimientos tienen distribucién normal. Esto implica
que es posible encontrar los pardmetros relevantes mediante regresiones por
minimos cuadrados o maximizacién de la funcién de verosimilitud. Eventual-
mente, mediante el ajuste y anslisis econométrico de miiltiples series de tiempo
de activos financieros, se observé que en la mayoria de los casos los residuales
de dichas regresiones mostraban muchos indicios de no ser normales. Debido a
que se viola el supuesto de los modelos de regresion en los que se asume que los
residuales de las regresiones son normales, entonces se han propuesto otro tipo
de modelos, entre ellos el propuesto por Bollerslev (1986): el modelo GARCH.

En dicho modelo se asume que la volatilidad es estocastica, y que mues-
tra reversidn a la media. En GARCH se hace una estimacién conjunta de los
pardmetros de dos ecuaciones simultdneas: 1) la ecuacién de los logrendimien-
tos y 2) la ecuacién de la volatilidad. Por un lado, existe evidencia en multiples
andlisis y publicaciones de que los residuales de regresiones tipo GARCH apli-
cados a series de tiempo de alta frecuencia ain muestran exceso de kurtosis,
sesgo y ademds colas asimétricas. Esto implica que los procesos GARCH son
ain insuficientes para modelar correctamente los procesos estocésticos, pues
uno de los supuestos en las regresiones tipo GARCH es que los residuales de
ambas regresiones son normales. Este supuesto se viola la mayoria de las veces
en las series de tiempo de miltiples activos financieros. Esto se ha intentado
corregir con otro tipo de regresiones, como las tipo TARCH y EGARCH, que
permiten asimetria en la distribucién de probabilidad. Sin embargo, estos mo-
delos siguen fallando en lo referente a la normalidad de los residuales. En este
trabajo se propone un método de medicién econométrica distinto al de regresién
tradicional tipo TARCH o EGARCH.

Por otro lado, se ha tratado de explicar el precio de un derivado mediante
distintas propuestas de procesos estocasticos que son martingalas. Black y
‘Scholes asumen que la distribucién de probabilidad de los log-rendimientos in-
finitesimales de un activo es normal con media (1 — $02)dt y volatilidad oV dt.
Esto implica que la fdp del precio del subyacente en el futuro se distribuye
como lognormal. Este supuesto en el modelo de Black-Scholes no puede ex-
plicar correctamente los precios de mercado de derivados. En especifico, B-S
no puede explicar las volatilidades implicitas que se observan en el mercado.
Esto se debe primordialmente a que, en la realidad, la fdp de los logrendimien-
tos infinitesimales no es normal. Para corregir este problema se han propuesto
modelos con volatilidad estocéstica (entre ellos los tipo GARCH), modelos con
saltos deterministas, modelos con saltos estocdsticos y mezclas de éstos. Nelson
(1990) muestra la relacién entre los procesos GARCH y los procesos de difusién
con saltos. Se advierte que un proceso de difusién con saltos provoca sesgos en
las estimaciones GARCH y genera residuales no normales. Bates (1996), por
ejemplo, muestra que para el tipo de cambio marco alemén-délar el proceso que
mejor describe los precios de mercado de derivados entre 5 modelos de procesos
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estocdsticos distintos es una mezcla de un proceso browniano con volatilidad es-
tocdstica con ecuacién funcional tipo Cox-Ingersol-Ross (CIR), mds un proceso
de Poisson para describir los saltos, y asume que sélo hay saltos hacia arriba y
que éstos se distribuyen como una lognormal. Estos supuestos producen colas
anchas y asimétricas debido tanto a la volatilidad estocdstica como al proceso
de Poisson.

En la mayoria de los articulos publicados sobre procesos estocasticos con
saltos de Poisson suele asumirse adicionalmente que la distribucién de proba-
bilidad de la magnitud de los saltos es de tipo lognormal. Este supuesto hace
posible encontrar soluciones cerradas para los precios de ciertos derivados bajo
estos procesos estocdsticos, y suelen implicar sumatorias infinitas de Calls (o
Puts) a la Black-Scholes (ver Merton, 1996). En este trabajo no se asumird
que los saltos son unicamente hacia arriba, y con distribucién lognormal (tal
y como propone Bates en 1996 para explicar colas anchas y asimétricas para
la distribucién de los log-rendimientos), sino que hay saltos tanto hacia arri-
ba como hacia abajo, y cuyas distribuciones de probabilidad pertenecen a la
familia de distribuciones de probabilidad derivadas de la teoria de valores ex-
tremos. Ademds, el modelo propuesto incluye también volatilidad estocéstica.
Esto se hace con la finalidad de unir a las teorias de valuacién de derivados, de
la volatilidad estocéstica, de valores extremos, de martingalas equivalentes y de
medidas coherentes de riesgo.

Se comparardn ademds los precios tedricos que predicen los 3 modelos de
procesos estocasticos con los precios observados en la realidad en el mercado de
derivados sobre el indice de la BMV, y se explorard también a los modelos desde
el punto de vista de parsimonia, bondad de ajuste y pruebas de normalidad para
los residuales. El problema que se tiene para hacer el ajuste a los precios de
mercado es que el mercado de derivados en México comenzé a operar apenas
en marzo del 2004, y sélo se han emitido 3 familias de derivados (marzo, junio,
septiembre de 2004) hasta la fecha en la que se realizé dicha busqueda. En
2004-2006 se vive un ambiente de volatilidad baja, asi como de tasas de interés
relativamente bajas y estables. Es posible que esto no se mantenga asi en el
futuro y, por ello, el anilisis de esta trabajo desde el punto de vista de ajuste a
las observaciones de precios de mercado serd limitado debido a la falta de datos.

1.1 Marco Teérico

Existen teorias ideadas por los economistas ”behaviouralists” que pueden ex-
plicar el hecho de que los rendimientos no sean normales. En el libro de Neil
Johnson (”Financial Market Complexity”, 2003) se detalla cémo modelar una
economia partiendo del supuesto de que existen muchos individuos distintos que
interactdan entre si en un mercado virtual modelado y simulado en una com-
putadora. En particular hay evidencia de que el agente promedio en el mercado
difiere en mercados alcistas y en mercados bajistas, tal y como se puede in-
ferir del articulo de Kim, M. y Ismail, B. (1998). Esto explica la asimetria
de la distribucién de probabilidad de los log-rendimientos y, por lo tanto, que
la aversién al riesgo del inversionista ”promedio” difiere en mercados alcistas
(bull) o mercados bajistas (bear).

Por otro lado, Bates (1996), Braun (1995) y Engle (1993) han mostrado que
las noticias no esperadas por el mercado (buenas o malas) produceu saltos en los
rendimientos que inducen no-normalidad en las distribuciones de probabilidad
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de los logrendimientos. En este trabajo el enfoque es similar al propuesto por
estos autores, pues se toman 3 distribuciones: una normal para explicar a la
mayoria de los eventos, y dos distribuciones Fréchet truncadas para explicar los
eventos extremos. Este enfoque, coherente desde el punto de vista de medicién
de riesgos, hace uso de teoremas de la teoria de valores extremos (en particular
la condicién de Von Mises, el teorema de Fisher-Tippet y otros teoremas) para
justificar el uso de la distribucién Fréchet.

1.2 Teoria de valores extremos

Esta teorfa se ocupa de explicar desde el punto de vista teérico el uso de ciertas
familias de funciones de distribucién de probabilidad para describir los eventos
extremos de variables aleatorias con cualquier distribucién de probabilidad, y
que cumpla con ciertas condiciones. En el libro de Embrechts, Kliippelberg y
Mikosch se detalla la teoria de valores extremos. En particular, se detalla la
justificacién del uso de la funcién de Fréchet para modelar eventos extremos
(entre varias otras funciones).

Enla parametrizacién Alfa (donde a = %), la funcién de Fréchet es:

a:—u)_c"

G]_(.T; a, [y J) = 6_( ?

(1)

Para el caso particular de valores de gama infinitos (o valores de Alfa iguales a
cero) se tiene entonces la funcién de Gumbell:

(2)

La pregunta es ahora qué se va a definir como "méximos”. Para poder hacerlo
habrd que ordenar las observaciones que se tengan de la mayor a la menor y
quedarnos con cierto niumero "k” de médximos observados, y entonces encontrar
los pardmetros de la Fréchet que mejor describen a la cola de la distribucién.
El nimero "k es entonces una variable que se debe definir. Para resolver este
problema se acude a lo siguiente:

1.2.1 Estabilidad del maximo

F tiene estabilidad del maximo si existen sucesiones a,, y b, tales que

F"*(bp+ anz) = F(z)

Para las funciones EV0, EV1 y EV2, se tiene que

(Para la EV0: b, = logn, an = 1)
(Para la EV1y EV2: b, = 0,an, = 1)
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1.2.2 Dominio de atraccién

Una de las consecuencias de lo descrito anteriormente es que una muestra de
variables aleatorias que sean los "maximos” de una muestra tenderd a dis-
tribuirse como Fréchet si se cumple la condicién de Von Mises para el dominio
de atraccién de la funcién de Fréchet:

. zf(z) _
lzmm_.oom =a>0
F(z)=1-F(z) (3)

En otras palabras, hay que escoger un nimero de maximos que caiga en una
zona en donde los valores de Alfa (o Gama) sean estables. Si se escoge un
umbral demasiado alto, el nimero de maximos sera escaso, y consecuentemente
la cofiabilidad de la estimacién baja. Si se toma un umbral demasiado bajo
se estaran incorporando observaciones "no extremas” a las verdaderamete “ex-
tremas”, contaminando asi los resultados de las estimaciones. Los paquetes de
software estadistico (como el X-tremes) obtienen ficilmente diagramas donde
se muestra el valor obtenido de o para distintos nimeros de maximos escogidos.
Debe escogerse entonces un nimero de méaximos que esté en una zona en la que
« es estable.

1.2.3 Medidas coherentes de riesgo

En la literatura se ha discutido sobre el concepto de medidas coherentes
de riesgo desde hace ya tiempo. Para Markowitz (1952) el riesgo se puede
conceptualizar como la varianza. A mayor varianza, mayor riesgo. De este
supuesto de derivan varias teorias de valuacién de activos, como el CAPM.
El problema con esta medida del riesgo es que no es coherente pues asume,
entre otras cosas, que la distribucién de probabilidad de los rendimientos de
los activos financieros es normal multivariado, e invariante en el tiempo. Otros
defectos de este enfoque se mencionan posteriormente. Otro modelo popular
de medicién del riesgo es el Value-at-Risk (VaR). Se ha criticado al VaR por el
hecho de no ser subaditivo (a menos que se utilicen modelos multivariados).

Acorde con Artzner (”Coherent Measures of Risk”, 1999), las medidas
coherentes de riesgo deben de cumplir con las siguientes caracteristicas:

Sea p(z) una medida de riesgo de x (las pérdidas posibles, no confundir
con el coeficiente de correlacién). Entonces, p(z) debe cumplir con:

1) Subaditividad: p(z +y) < p(z) + p(y). Es decir, que diversificar disminuye
el riesgo.

2) Monotonicidad: Si z < y, entonces p(z) < p(y).

3) Homogeneidad positiva: VYA > 0, p(Az) = Ap(z).

4) Invarianza bajo translaciones: Para alguna constante «, p(z + o) = p(z) +a.
Un posible ejemplo de una medida coherente de riesgo que cumple con los 4
principios es:

pe)= [ wm of(z)de ()



90 A. Gérritz / Volatilidad estocastica, teoria de valores extremos y valuacion de...

Donde f(z) es la funcién de distribucién de probabilidad de las pérdidas. En
otras palabras, el valor que nos interesa es la pérdida esperada dado que se
excede al VaR (o un umbral cualquiera), y no el VaR en si mismo.

En particular, en esta trabajo se estudia el caso de la funcién de distribucién
de Fréchet para estimar esta medida coherente de riesgo. La funcién de Fréchet
funciona bien para describir los maximos de alguna muestra. Los umbrales que
separan a los "maéximos” de los "no-méximos” son los que corresponderfan al
VaR al 97.5% de certeza estadistica, asumiendo que los logrendimientos son
normales. La siguiente grafica muestra los umbrales que se obtuvieron:

Gréfica 1.
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Sea u un umbral definido por la media +/- 1.96 veces la desviacién estandard de
los logrendimientos diarios (tal y como se observa en la grafica arriba). Tenemos
entonces a dos umbrales u™ y u T, que definiran los limites a partir de los cuales
se valuarén las colas de la distribucién. Se observa que u~ y u™ representan
el VaRgr 5% (asumiendo Gaussianidad) para una posicién corta y para una
posicién larga, respectivamente. Una vez definido este umbral se filtraran las
series para obtener la serie de tiempo de los méximos, de los minimos y de las
observaciones restantes, que representan el movimiento browniano. Una vez
filtrados los datos se procederd a ajustar las funciones de Fréchet que mejor
describan a los eventos extremos. Una vez encontrados los pardmetros de la
funcién de Fréchet se puede encontrar ficilmente el VaR al 97.5% utilizando la
ventaja de que G tiene una funcién de cuantiles sencilla:

Sea ¢ € [0,1]. La funcién de cuantiles de Fréchet para pardmetros o, s y

gf es:

G7Hg) = (~In(q)) "= (5)

De lo que se deriva que, si ¢ = 0.975, entonces:

VaRgr s%prehet = g + 0 $(—1n(0.975)) "= 6)

Sea u un umbral cualquiera. La funcién de Fréchet hasta ese umbral es:
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Yo
e—(TfL) (7)
Esta es la probabilidad de que se obtenga un brinco menor que el umbral
preestablecido. Para normalizar a 1 la funcién de distribucién de probabili-
dad desde el umbral al infinito simplemente se divide entre 1-G(u). Una vez
normalizada a 1 se puede encontrar la fdp de los excedentes al umbral u y, por
ende, poder estimar el valor esperado de las pérdidas dado que se excedié un
umbral. Se propone entonces la siguiente medida coherente de riesgo:

G(uso, pyg,o5) =

5 L / e (8)

11— Glusa,puf,05)
Se observa que esto no es mas que:
plz) = Elz|z > u] 9)

Donde x tiene distribucién Fréchet truncada con limite inferior igual a u. Hay
que recordar que u (el VaR al 97.5%) se refiere a la distribucién original, y
asume Gaussianidad. No hay que confundir este VaR al 97.5% con el verdadero
VaR al 97.5% (que debe calcularse con la distribucién de Fréchet y no con
la normal). La manera correcta de calcular la pérdida esperada dado que se
excedié un umbral consiste en estimar con un umbral igual al VaRgy 5% Frechet-
En ese caso, G (u, a, ps,0¢) = 0.975. La medida coherente de riesgo es entonces:

p(z) =40 /°° zg(z)dz (10)

VaRgr s%rrechet

El problema. con esta medida es que es inconsistente con la medicién economé-
trica que se hizo en este trabajo. En la medicién econométrica se filtraron las
series de tiempo y se asumié que todas las observaciones con valores mayores
al VaR Gaussiano serfan asignadas como ”"mdaximos” (un porcentaje de dichas
observaciones). Para ser consistentes entre la medicién econométrica y la si-
mulacién Montecarlo, la medida de riesgo debe ser la propuesta previamente:

o) = g |z (11)

1 - Gusa,p,0)

u = VaRy7 5%Gaussiano

Esta pérdida esperada p(z) serd estimada de manera numeérica. Si se conocen
los parametros de la distribucién Fréchet se puede estimar eficientemente la
pérdida esperada dado que se excede el umbral mediante métodos numéricos de
integracion.
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1.3 Modelo CIR para Volatilidad Estocdstica y su relacién con el
modelo GARCH(1,1)

Debido a las propiedades de la distribucién de probabilidad del modelo CIR en
el sentido de que no es posible obtener valores negativos para el subyacente,
se puede utilizar un modelo CIR para modelar la volatilidad estocéstica (el
comportamiento de la volatilidad es ahora similar al proceso estocdstico antes
propuesto para la tasa de interés):

dS = pSdt + g, SdWy

dol = a(b— 02)dt + 00,dZ;
COV (dWy, dZy) = pdt (12)

Cox-Ingersoll-Ross encuentran una férmula cerrada para corregir el precio de
opciones europeas. Encuentran que, por lo general, los precios obtenidos son
mas altos que los obtenidos por Black-Scholes para plazos largos. Las tinicas
excepciones son opciones con maduracién muy corta y que comiencen con un
valor muy bajo de volatilidad.

En el caso en el que la correlacién p es cero, entonces el modelo CIR
de volatilidad estocéstica es muy parecido, mas no igual, a otro modelo muy
utilizado: el GARCH(1,1). Willmott (en "Paul Willmott on Quantitative Fi-
nance”, 2000) menciona que el proceso de estimacién GARCH(1,1) desde el
punto de vista econométrico consiste en un par de ecuaciones que definen al
subyacente y a la volatilidad que es muy similar al propuesto aqui, y las diferen-
clas son: 1) en la ecuacién de la volatilidad la parte estocdstica en GARCH(1,1)
depende de ¢2,, mientras que en el modelo propuesto depende de la volatilidad,
y no del cuadrado de la misma. Esta diferencia afecta sélo a la parte estocéstica
(es decir, a los residuales de la segunda ecuacién), y no afecta en el sentido de
que la parte determinista es idéntica en ambos modelos. Es decir: asumen am-
bos que la volatilidad tiende en el largo plazo al valor ”b” a una velocidad ”a”;
y 2) GARCH(1,1) asume que la covarianza entre dW; y dZ; es cero, mientras
que el modelo propuesto permite que dicha variable sea distinta de cero.

Haciendo la sustitucién de variables z = 20 obtenemos la ecuacién que rige
el comportamiento de la volatilidad:

1
Oiidt =ﬁ00—+ﬁ10t+9VAt6 (13)
t
Donde
e~ N(0,1)
ab 92
=TT
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2. Los Modelos

Modelo con saltos tipo Poisson-Fréchet asimétricos hacia arriba y hacia abajo,
con volatilidad estocdstica y con correlacién entre el movimiento browniano del
subyacente y el movimiento browniano de la volatilidad.

En los modelos que se analizan en este trabajo los primeros 2 modelos
son casos particulares del caso 3. Los modelos 1 y 2 son casos restringidos del
modelo 3, en donde se fuerza a que algunos de los coeficientes sean cero. Por
esta razén, se analizard a detalle el desarrollo tedrico que sustenta al modelo 3,
pues éste sustentara también a los demas 2.

El proceso estocastico que se analiza es el siguiente:

dS = pSdt + 0wSdWy + (67 — 1)SdN; + (™ — 1)SdN;

do? = a(b— 02)dt + 00,,dZ,

COV (dWy,dZ;) = pdt (14)

dW; y dZ, son procesos brownianos estandard sin drift y correlacién p .
dN{" es un proceso de difusién tipo Poisson con factor de intensidad A7 .
dN; es un proceso de difusién tipo Poisson con factor de intensidad A~

vt se dlstrlbuye como una Fréchet truncada con pardmetros p, 0%, a™, y con
umbral ut
v~ se distribuye como una Fréchet truncada con pardmetros p~,0 ,a”, y con
umbral v~ '

Y se sabe ademés que v y v~ sélo muestran valores excedentes a un umbral
predefinido (deben exceder a la media en més de 1.96 desviaciones estandard).
En otras palabras, sélo nos quedaremos con un trozo de la distribucién de
Fréchet: aquel trozo en donde se excede la media de los logrendimientos en
1.96 veces la desviacién estandard de los logrendimientos. Para lograr una
cobertura (hedge) més o menos perfecta debemos hacer uso del valor de la
medida coherente de riesgo p(z) para lograr una valuacién adecuada de los
derivados.

Cualquier funcién del par de ecuaciones descritas arriba cumple con el
célculo de It6 generalizado para incorporar brincos:

Sea f = £(8,02,t). Entonces

of of of
df ~ ——dt + ——dS + ——
f ~ 5t il 59 + o 2d(7 +
+162de +1—62f—d( 2)2 - o — 2 _d8de2
2052 2000227 T 55802

FFSA+e"" —1),8) = F(S, )]dNT +[F(S(A+e™ —1),¢)— F(S,£)]dN~ (15)
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Para el caso especifico f(S,02,t) = InS tendremos que:

1
d(InS) = (u — —2—at20t)dt 4+ 0wdW +vTdNT — v dN~ (16)
Donde
02, =02 + ATdtE|(v |z > v ) + A dtE[(v |z > u)?] (17)

El proceso estocdstico para d(InS) en el mundo neutral al riesgo es entonces (x
representa valores posibles de los logrendimientos):

1
d(inS) = (r — Eafot ~ATEp Tz > ut[+ ATE[p |z > uT])dt

+0wdW + Tz > uH)dNT = 07|z > wT)dN~
do2 = a(b— 02)dt + 00,dZ;
COV (dWy, dZ;) = pdt (18)

En las ecuaciones anteriores o4; s la volatilidad de todo el proceso estocéstico.
Dado que se asume que dW, dN+ y d N~ son independientes entonces

By’ = 012” FATRE[(v 7|z > v )] + A dtE[(v |z > u_)z] (19)

En la ecuacién anterior las esperanzas se obtienen mediante integracién numé-
rica utilizando los pardmetros de la Fréchet truncada. dW es un proceso brow-
niano sin drift y o2 sigue el proceso estocastico tipo CIR descrito anteriormente.
Se observa que, dado que E[vt|z > uT] = p(v¥) y E[v7|z > u™] = p(v7),
entonces:

: 1
d(InS) = (r — Eofot - /\+p(1/+) + X Tp(v7))dt+

+0udW + (e > ut)dNT — (v |z > u)dN " (20)
Sea ahora S = Se~"(T~*) donde T es alguna fecha posterior a t.

A(in§) = (~ 5ok — N*o(u) + A= p(v))dt+

+oudW + @)z > udNT = (v |z > u )N~ (21)
dW es un movimiento browniano estdndard sin tendencia.

El proceso que sigue dS en el mundo donde la cuenta bancaria es numeraria es
entonces: - =
dS = (=2Tp(v™) + A" p(v7))Sdt+

FouSdW + (e P> _ 1)SanT — (7 1P>vT — 1)§an - (22)
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Se observa que dS es una martingala (recordar que e & 14z para x pequefias).
Cuando At — 0 (es decir, cuando se cuente con una serie de tiempo con alta
frecuencia) el tamafio de los saltos es muy pequefio y puede utilizarse esta
aproximacién. Dado que sucede lo arriba descrito, entonces debe pasar que si
se hacen miles de corridas de la simulacién Montecarlo con un At pequeio, el
valor de ¢”/#>% — 1 tiende a p(v). Este proceso estocdstico puede ser utilizado
para hacer las simulaciones Montecarlo para valuar un Call o un Put Europeos
(y también opciones americanas, bermudianas y otros derivados). Otro aspecto
sobresaliente de esta simulacién Montecarlo es que hay que introducir los valores
estimados de las funciones de medidas coherentes de riesgos del subyacente en
el lapso At para poder valuar algin derivado.

2.1 Valuaciéon de un derivado

La teoria de valuacién mediante martingalas equivalentes menciona esencial-
mente que en un mundo en el que el subyacente es una martingala el valor de
algtin derivado cumple con

Dy =e " E[g(S)]S] (23)

Donde g(.) es alguna funcién de pago v E es la esperanza medida en un mundo
donde un bono sin riesgo a plazo T es la numeraria y en donde hay neutralidad
al riesgo (es decir, en el mundo "martingalizado” en donde la distribucién in-
finitesimal de rendimientos tiene esperanza cero). Ademads, se sabe que Sy = S;.
En particular, un call europeo toma la forma

(68— E[mam(ﬁT = Ke"T(T’t>, 0)|§t] (24)
Y un Put europeo toma la forma
Br= E‘[mam(Ke_r(T_t) — §T7 0)|§t] (25)

El valor esperado dada la medida de probabilidad en donde dS; es martingala
se encontrard mediante simulaciones Montecarlo que repliquen los 12 procesos
estocasticos deseados para simular el precio futuro a un tiempo T del precio del
subyacente y su volatilidad, asi como la intensidad y la ocurrencia de los saltos.
Los detalles de dichas simulaciones se encuentran en secciones posteriores de
este trabajo.

El libro de Musiela y Rutkowsky (“Martingale methods in financial mod-
elling”, 1998) es excelente para profundizar en los conocimientos sobre la va-
luacién de derivados mediante el uso de martingalas equivalentes. Las martin-
galas equivalentes toman la distribucién de probabilidad original y las modifican
de manera tal que la distribucién de rendimientos infinitesimales se convierte
en una martingala.

Los modelos a analizar son los siguientes, ascendiendo en orden de comple-
jidad: en todos los casos se asumird que

()=~ () -G 9)«)
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p=CORREL(dW,dZ)

Aln méas general, ademas del supuesto de normalidad bivariada entre dW y
dZ, lo que se asumird es que el vector aleatorio expandido muestra la matriz de
covarianza siguiente:

dw 1 5 © @
dz e 1 O 0
OV @=|=|a o o~ o |¥
dNT 00 0 A

Donde AT y A~ son los parametros de intensidad del proceso de difusién de
Poisson (recordar que la varianza de un proceso de Poisson es igual al factor de
intensidad del mismo).

Modelo 1:
Este es el modelo cldsico de Merton-Black-Scholes.

dS = pSdt + o, SdW
Asume volatilidad determinista y no hay procesos de difusion tipo Poisson.

Modelo 2:

Modelo con volatilidad estocéstica estilo CIR y con correlacién cero. Parecido
a un modelo GARCH(1,1).

dS = pSdt + 0, SAW

dos, =alb= o )d+ o 52
COV(dW,dZ) =0

Modelo 3:

Modelo con 2 procesos de difusién tipo Poisson y distribuciones Fréchet. Para
los saltos y con volatilidad estocéstica. Hay saltos tanto hacia arriba como
hacia abajo, y pueden ser asimétricos. La correlacién entre dW y dZ es igual a
p.

vt

dS = uSdt + 6, SdW + (e —1)SdN*t +(e™¥ —1)SdN~
dol = a(b— o02)dt + 00,,dZ
COV(dW,dN1) = 0;COV (dW,dN~) = 0;COV(dNT,dN") =0
CcOoV(dZ,dNt) =0;COV(dZ,dN~) =0
COV (dW,dZ) = pdt

dN se distribuye Poisson con pardmetro de intensidad AT
dN ~ se distribuye Poisson con pardmetro de intensidad A~
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vT se distribuye Fréchet truncada con pardmetros o®,u™ y o, y con umbral
+

u

v~ se distribuye Fréchet truncada con pardmetros o ,u~ y ¢, y con umbral

u

Se observa que el modelo 1 es el clasico modelo de Merton-Black-Scholes. El
modelo 2 incorpora volatilidad estocdstica del tipo CIR (que asegura que la
volatilidad sea siempre positiva).El modelo 3 es el mas general de todos, pues
los modelos del 1 y 2 son casos particulares del modelo 3, en donde se han
restringido los valores de ciertos parametros a cero.

3. Calibracién y Resultados Econométricos

1) Se calibrardn los 3 modelos con los datos de frecuencia diaria del indice de
la BMV desde 1990 hasta 2006, y se obtendr4 el valor de todos los pardmetros
necesarios para correr las simulaciones Montecarlo. La ventana de andlisis es
de aproximadamente 4 afios (1000 datos), y se ajustaran los pardmetros para
todos los modelos moviendo esta ventana en el tiempo de manera trimestral.
En total se obtuvieron 50 conjuntos de datos.

2) Una vez obtenidos los coeficientes que describen los procesos histéricos en
distintos momentos en el lapso 1990-2006, en 50 conjuntos de 1000 dias habiles
(casi 4 aflos), se procederd a valuar un call y un put europeos a distintos plazos
v con diferentes strikes, esto con cada uno de los 3 modelos que se ponen a
prueba.

3) La valuacién de los derivados se llevard a cabo mediante simulaciones Mon-
tecarlo, y se hard una simulacién para cada conjunto de coeficientes obtenidos
en el paso 1 y para cada modelo. Los detalles de la simulacién Montecarlo se
muestran posteriormente en este trabajo.

4) Se comparara el desempeiio de los modelos comparando los precios tedricos
obtenidos con los precios de derivados observados en el mercado mexicano de
derivados estructurados.

5) Se mostrardn grificas que muestran los precios obtenidos comparados con
los tedricos de Black-Scholes.

Para la estimacién econométrica se partird la totalidad de observaciones (4105
observaciones en total) en subgrupos de 1000 (aproximadamente 4 afios). La
ventana de observaciones se moverd 62 6 63 observaciones cada vez, de manera
que se re-estimen los pardmetros de las series de tiempo de manera aproximada-
mente trimestral, especificamente al dltimo dia hdbil de cada trimestre. Esto se
hace con el fin de estimar el valor teérico de los derivados con la informacién que
se tendria disponible en el dia en que se emite una nueva familia de derivados
en el MexDer.

Las siguientes gréaficas muestran al valor del indice de precios de la BMV,
asi como los log-rendimientos diarios:
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A continuacién se muestran graficas de los coeficientes J-B obtenidos para cada
filtrado, tanto en la etapa 1 de la estimacién (ajuste a los rendimientos observa-
dos) como en la etapa 2 (estimacién de la ecuacién de la volatilidad estocéstica),
donde se aprecia claramente que el filtro hacia arriba y hacia abajo es el que
mayor normalidad presenta para los residuales de ambas etapas de estimacién
(se grafica el coeficiente J-B en escala logaritmica debido a las gigantescas dife-
rencias observadas):
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Gréfica 4.
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En la siguiente grafica se observa que la correlacién entre dW y dZ parece ser
poco importante, pues generalmente se encuentra, en valor absoluto, por debajo

de 0.2.
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Es claro que de diciembre de 1993 a diciembre de 2001 la volatilidad o estimada
fue creciendo. Esta fue la etapa de la burbuja financiera de las empresas tec-
nolégicas. Esta burbuja explota a fines de 2001 y desde entonces hasta ahora la
tendencia de 1000 observaciones (4 afios) se encuentra en minimos desde 1993.
La volatilidad de la BMV se encuentra ahora en minimos no vistos al menos
desde 1993, y probablemente en minimos no vistos hace décadas. La volatilidad
de.la serie sin ningun filtro toca un maximo a fines de 2001 con un valor de
mis de 0.325, v después cae hasta aproximadamente 0.20 en marzo de 2006.
La volatilidad de la serie con ambos filtros toma un valor maximo de cerca de
0.200 a fines de 2001, para bajar a cerca de 0.100 para marzo de 2006.

Gréfica 8.
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Se observa claramente que de diciembre de 1995 a diciembre de 2001 se vivié
una temporada de continuo exceso de noticias positivas, mientras que de 1993 a
1995 se observa lo contrario. Para los 4 afios hasta octubre del 2004 se observa
una caida importante en este indicador, lo que es consistente con el panorama
recesivo y de malas noticias que reiné desde el 2000 hasta finales del 2003. De
fines de 2004 a marzo de 2006 este indicador muestra valores cercanos a cero.
Se muestra ahora la grafica de ¥, que es la proporcién de los saltos que fue
asignado al movimiento browniano. Se aprecia que por lo general ronda entre
el 0% vy el 20% del total del salto.
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Gréafica 9.
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En resumen, durante la temporada de auge en la BMV 1999-2001 tanto la
volatilidad, y la volatilidad de la volatilidad se incrementaron, y desde fines
de 2001 hasta 2006 todas han disminuido sustancialmente. El mismo compor-
tamiento se puede atribuir a los procesos de saltos. Esto tiene implicaciones
importantes, pues entonces en temporadas de alta volatilidad del proceso brow-
niano la importancia de los saltos es mayor que en temporadas de menor volati-
lidad (pues el producto de la intensidad de los saltos, A, y del valor esperado
de los saltos, E[v], es alto cuando la volatilidad del browniano es alta).

Esto implica entonces que el valor de los Calls o de los Puts europeos es-
tardn muy subvaluados por la férmula de Black-Scholes justo en los momentos
en los que existe mayor riesgo (alta volatilidad). En otras palabras, valuar un
Call o un Put Europeos a la Black-Scholes en momentos de alta volatilidad
puede ser similar a hacer un suicidio financiero si lo que se busca es limitar el
VaR de un portafolio de acciones que imite al indice de la BMV. Esto es im-
portante para el emisor o poseedor actual de estos productos derivados, pues si
valtda su VaR asumiendo que el modelo de Black-Scholes es correcto subestimard
o sobreestimard consistentemente el VaR.

Otra implicacién importante para las camaras de compensacién de deriva-
dos (y més que para ellos, para el regulador de dichos mercados) es que deberd
replantearse integralmente la manera de medir los margenes que deberan mane-
jar para poder operar con el minimo riesgo.

4. Resultados de la estimacion de los precios de Calls y Puts Euro-
peos

Se muestran a continuacién los precios teéricos obtenidos para los Calls y los
Puts Europeos. S[olo se muestran las graficas para valores de K (el strike) igual
al precio inicial del subyacente. Se muestran primero los valores obtenidos
para los calls y después los valores obtenidos para los puts. Se muestran los
resultados para maduraciones de T=0.25 y T=5 anos. La linea punteada es €l
modelo de Black-Scholes, la rayada es el modelo con volatilidad estocéstica tipo
CIR y la sélida es el modelo que incluye saltos asimétricos:
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Gréficas obtenidas para los Calls:

Grafica 10.
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De estas gréficas se deduce inmediatamente que para plazos largos el modelo
con volatilidad estocdstica muestra siempre valores mayores que el de Black-
Scholes, consistente con los hallazgos de otros autores como Bates (1996), Ball
(1994) y Hull-White (1987). También se observa que el modelo que incluye
brincos permite precios por debajo de los obtenidos por B-S, y que muestra
mayor varianza que el resto de los modelos. Destaca también que para fines del
2005 el modelo con saltos prevee precios por debajo de los observados por B-S,
consistente con un mercado que espera un movimiento bajista en el futuro.De
las graficas de los Puts se deduce basicamente lo mismo que para los calls.
En periodos de alta volatilidad y mercados bear el modelo predice precios por
debajo de los obtenidos por B-S. Este comportamiento no puede ser reproducido
por el modelo con volatilidad estocéstica, pues la volatilidad es alta en esos
momentos, lo que deberfa implicar un precio mayor al de Black-Scholes. Para
Puts y Calls con maduracién corta (digamos 3 meses) el efecto del valor inicial
de la volatilidad, asi como los saltos, parecen tener importancias similares.
Esto implica que dichos instrumentos deben tomar ambos efectos en cuenta
para valuar correctamente un derivado. Este tipo de instrumentos son tipicos
en el MexDer.

Se muestran ahora los "price smiles” que se obtienen para tres distintos
momentos en el tiempo tanto para Calls como para Puts. Las fechas se esco-
gieron de manera tal que se exploren distintos momentos en el mercado. Por
ejemplo, a fines de 1995 dominaba el pesimismo, y lo contrario ocurria en 2001.
Se muestran también las graficas para la fecha en que se terminé este trabajo.
Las graficas siguen el orden descrito anteriormente. Las gréaficas representan
el cociente del precio obtenido entre el precio Black-Scholes menos uno. La
linea horizontal en el cero es representa entonces al modelo de Black-Scholes,
la linea discontinua representa al modelo con sélo volatilidad estocastica y la
linea sélida al modelo :

Gréficas obtenidas para los Calls:
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Graéficas obtenidas para los Puts:
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Grafica 19.
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De las gréficas anteriores se observa que el modelo con sélo volatilidad estocés-
tica suele valer mds que el de Black-Scholes para maduraciones largas (5 afios),
y también que el modelo con volatilidad estocdstica para maduraciones cortas
tiende a valer menos que el de Black-Scholes. Esto se debe a que el periodo
2001-2005 ha observado una volatilidad descendente, por lo que los modelos
con volatilidad estocéstica son grandemente dependientes del calor inicial de la
volatilidad que se tome. Para maduraciones a 3 meses (t{picos del MexDer) el
efecto de la volatilidad estocdstica es importante, y también lo es el efecto de
los saltos. Las siguientes graficas muestran el comportamiento observado para
la volatilidad implicita para Calls y Puts con maduracién cercana a 1 trimestre
y K cercana a S en el MexDer en el afio 2004:

Grafica 20.
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Graéfica 21.
Volatilidad dnplicita MexDes. dMarOct 2004
I0%
2%
i
225% 4

20% 4 i ﬂ%{g {‘ﬂﬂ i

8% i
8% B Faval i
AN
14%% H
12%
1%
i |y

De las 2 gréficas arriba mostradas se advierten al menos dos cosas: 1) Las
volatilidades implicitas de los Calls y de los Puts en el MexDer no son iguales
en todo momento de tiempo. Esto es evidencia de que inclusive un modelo con
volatilidad estocéstica simétrico no podria explicar este comportamiento y que,
por ello, un modelo con saltos asimétricos es candidato ideal; y 2) la BMV ha
observado una baja significativa en la volatilidad durante el 2004-2006 y que
en general la volatilidad implicita de los derivados en el MexDer es mayor que
la volatilidad de la BMV cuando se mide para un periodo de 3 meses a 1 afio,
v que es generalmente menor cuando se mide a 4 anos. Esto indica que, si el
mercado piensa a la Black-Scholes, est4 midiendo la volatilidad esperada para
los siguientes 3 meses mediante una serie de tiempo a 2 afios. A continuacién
se muestra una tabla donde se compara la distancia media ("MAPE” en inglés
por Mean Absolute Prediction Error) entre las volatilidades de la BMV medidas
con series de tiempo de distinta duracién, y la volatilida implicita en el MexDer,
donde se aprecia que la serie de tiempo a 2 afios es la que mejor se ajusta a las
volatilidades implicitas en el MexDer:

Tabla Comparativa 1

' CALLS | PUTS c-P

MAPE 3m | 3.157% | 3.088% | 0.068%
MAPE Bm | 2.145% | 1622% | 0.523%
MAPE 12m| 2.819% | 2.303% | 0516%
MAPE 24m | 1.541% | 1.589% | -0.045%
MAPE 48m| 4.086% | 4601% | -0.515%

5. Conclusiones

En general podemos concluir que la valuacién de calls y puts europeos en la
familia de modelos analizada se puede realizar de una manera relativamente
rapida, y que es posible realizar los cdlculos en una computadora casera ac-
tual. En promedio, la rutina programada en Fortran valia los precios de los 3
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posibles derivados propuestos en esta familia de modelos (con una T=0.25) en
aproximadamente 1/2 minuto.

Se concluye también que los modelos que permiten saltos hacia abajo y
volatilidad estocdstica permiten explicar comportamientos aparentemente ex-
trafios, como calls con precios tedricos menores a los obtenidos por Black-
Scholes. Ademds, el modelo 3 permite formas para el “volatility smile” que
se adaptan bien a situaciones cambiantes del mercado, cosa que no sucede con
modelos que sélo tienen brincos o sélo tienen volatilidad estocéstica, como el
modelo 2.

Ademads, se ratifica lo encontrado por otros autores (como Bates, 1996)
en el sentido de que a mayor plazo de vencimiento T, mayor es el impacto de
la volatilidad estocdstica y menor es el efecto de los procesos de Poisson. Se
ratifica también los hallazgos de que a plazos largos la volatilidad estocastica
induce precios mayores que los observados por B-S, y que la diferencia en los
precios es funcién creciente en T. El modelo propuesto en este trabajo permite
explicar smiles tipo ”frown” y smiles con tendencia decreciente en T, cosa que
es imposible de lograr con un modelo exclusivamente con volatilidad estocéstica
tipo CIR.

Este trabajo propone una medida coherente de riesgo que resulta ser nece-
saria para poder valuar los derivados en cuestién. Una vez que se ajusta la dis-
tribucién Fréchet a los maximos observados en el mundo real es posible evaluar
rapidamente la medida coherente de riesgo que sera incorporada en la valuacién
de los derivados. La posibilidad que tiene el modelo para permitir distribuciones
de probabilidad de los logrendimientos asimétricas y con kurtosis y sesgo las
hace ideales para modelar los activos financieros el mundo real.

Tal vez lo més interesante de los hallazgos de este trabajo es que a inicios
del 2006 los precios tedricos obtenidos por los distintos modelos difieren mu-
cho menos que en temporadas pasadas. Esto parece indicar que la fdp de los
logrendimientos parece ser cada vez mdas normal.

Por otro lado, a inicios del 2006 se obtienen resultados interesantes al
comparar los modelos 2 y 3 con el modelo B-S para T=0.25. El modelo 2
predice precios (especialmente de puts) més bajos que B-S. Esto se debe a
la baja volatilidad que se observa ultimamente relativa a la observada en los
dltimos 4 anos. Por otro lado, el modelo 3 muestra precios de puts mayores
que los propuestos por B-S. En 2004 los modelos con saltos tendian a observar
precios de calls mayores a B-S, mientras que los modelos con sélo volatilidad
estocastica tendian a observar precios menores que los de B-S. En 2006 se
observa que un call tipo modelo 3 deberia tener un valor menor que el de B-S,
al igual que el modelo con volatilidad estocdastica. Parece ser que los saltos hacia
abajo son méds intensos que los saltos hacia arriba, a pesar de que la volatilidad
es baja en estos momentos (marzo 2006). Dados los altos niveles que observa
el indice de la BMV en estos momentos y la tendencia a observar saltos habia
abajo més intensos que hacia arriba podria ser sefial de que es posible que
inicie pronto un ciclo descendente en el indice (y por ello los puts en el modelo
3 predicen precios mayores que B-S, y los calls precios menores a B-S).

Otra implicacién importante de este trabajo es que hace inoperate al mo-
delo clasico de las “betas” del CAPM, pues se muestra que la volatilidad no
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es constante y que existen observaciones extremas de cardcter asimétrico. Esto
es consistente con lo propuesto por Braun, Nelson y Sunier (Good News, Bad
News, Volatility, and Betas), por Kim, M. e Ismail B. (An accounting analysis of
the risk-return relationship in bull and bear markets) y Brown (Autocorrelation,
Market Imperfections, and the CAPM).

Otro hallazgo interesante de este trabajo es que parece ser que la correlacién
entre el proceso browniano del subyacente y el de la volatilidad es pequefia.
Esto nos permite decir que no hay grandes diferencias entre valuar un derivado
tomando en cuenta dicha correlacién o asumiendo que no existe tal correlacién.
Una correlacién de cero hace ain mas facil y rapida la valuacién numérica de los
derivados, y parece ser que no es una mala aproximacién. Esto es importante
desde el punto de vista de parsimonia. Sin embargo, en momentos de alta
volatilidad todo indica que la correlacién tiende a crecer y en dichos momentos
sera mejor utilizar al modelo que incorpora la correlacion.

En el 2004 inicié el ciclo alcista en las tasas de interés en México y en
muchos otros paises. Tal vez este hecho influya en la tendencia observada en la
volatilidad, y, de ser cierto, habria que incorporar la correlacién entre la tasa de
interés y la volatilidad del indice de la BMV para valuar aiin mas correctamente
los derivados. Este efecto de correlacién no se toma en cuenta en este articulo,
vy puede ser un buen tema de investigacion futura.
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