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El objetivo es proporcionar carteras financieras éptimas en funcién de una verosimilitud normal, unh
distribuciéon a priori sobre los parametros del modelo de valoraciéon de activos y la opinién del
inversionista sobre co6mo ponderar la verosimilitud y la a priori en la construccion de la cartera. Se
aplica la metodologia de inferencia bayesiana sesgada a la seleccién de carteras de media-varianza,
con diferentes configuraciones de sesgo o ponderacién. Los resultados muestran una propuesta eficaz
para encontrar carteras Optimas que reflejen ponderaciones hechas sobre la verosimilitud y las
creencias a priori. Ademas, incluir sesgos en la seleccidon de carteras puede ser relevante para la
optimizacién de la cartera. La propuesta contribuye al campo de los sesgos de finanzas conductuales
y se puede aplicar facilmente a otros modelos financieros que han sido tratados desde un enfoque
bayesiano. En conclusién, la propuesta proporciona ponderaciones 6ptimas para la cartera que
reflejan tanto los datos como las creencias, y la inclusién de sesgos en la optimizacién de la cartera
puede ayudar a construir carteras 6ptimas que incorporen preferencias de riesgo y objetivos de
inversion.
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Portfolio Selection: A Behavior Biased Approach

Here the goal is to provide optimal financial portfolios based on a normal likelihood, an a priori\
distribution on the parameters of the asset valuation model, and the investor's opinion on how to
weigh likelihood and a priori in portfolio construction. The biased Bayesian inference methodology is
applied to the selection of mean-variance portfolios, with different bias or weighting configurations.
The results show an effective proposal to find optimal portfolios that reflect weightings made on
likelihood and a priori beliefs. In addition, including biases in portfolio selection can be relevant to
portfolio optimization. The proposal contributes to the field of behavioral finance biases and can be
easily applied to other financial models that have been treated from a Bayesian approach. In
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conclusion, the proposal provides optimal weights for the portfolio that reflect both data and beliefs,
and the inclusion of biases in portfolio optimization can help build optimal portfolios that incorporate
risk preferences and investment objectives.
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1. Introduccion

El enfoque bayesiano proporciona un marco de referencia para abordar cuestiones clave en finanzas,
como los problemas de seleccion de cartera (Pastor 2000, Harvey et al. 2010, De Franco et al. 2019,
Kolm et al. 2021, Bauder et al. 2021, Bodnar et al. 2022, Sahamkhadam et al. 2022). En este enfoque,
quien toma las decisiones puede combinar la verosimilitud de los datos con una distribucién a priori,
o creencia a priori, sobre los parametros del modelo. La verosimilitud es la probabilidad de que un
modelo produzca los datos observados, mientras que la distribucién a priori refleja la informacion
conocida del tomador de decisiones con respecto al grado de incertidumbre sobre los parametros del
modelo. Por lo tanto, la inferencia bayesiana proporciona una distribuciéon posterior de los
parametros del modelo, dada la informacién sobre la distribucién a priori de los parametros y la
verosimilitud de los datos observados. En esta distribucién posterior, la verosimilitud de los datos
tiene el mismo peso que la creencia a priori sobre los pardmetros del modelo. Sin embargo, los
tomadores de decisiones a menudo tienen diferentes niveles de confianza en sus datos, modelos y
creencias. Por ejemplo, los inversionistas de cartera con exceso de confianza tienden a dar menos
peso a los datos que a sus propias creencias. Ademas, este tipo de sesgo de comportamiento
financiero puede ser la base de una estrategia de seleccién de cartera rentable. La toma de decisiones
conductuales en finanzas se analiza en De Bondt et al. (2013). Para una discusién general sobre las
consecuencias de los sesgos de comportamiento en las finanzas, también remitimos al lector a Moosa
y Ramiah (2017).

Este trabajo trata sobre un enfoque de inferencia bayesiana sesgada para lidiar con el sesgo
en la toma de decisiones financieras y se centra en el problema clasico de la seleccién de carteras. Se
muestra como seleccionar carteras financieras 6ptimas en funcion de la verosimilitud de los datos,
una distribucion a priori sobre los parametros del modelo de valoracién de activos y la visién del
inversionista sobre el peso de la verosimilitud y la distribucién a priori en la construccion de la
cartera. Con base en este enfoque, estos pesos pueden verse como un sesgo que cuantifica la
importancia relativa de los componentes de la distribucién posterior y son especificados por el
tomador de decisiones.

El problema de la seleccidn de la cartera es encontrar una asignacién 6ptima de la riqueza en
varios activos para lograr una compensacion adecuada entre el rendimiento de la inversion y el
riesgo. Este problema fue iniciado por Markowitz (1952) con su modelo de seleccién de cartera de
media-varianza. Markowitz (1952) proporciona la base para la teoria moderna de la asignacién de
activos de cartera. Seguin Statman (1999), los principios de cartera de Markowitz son uno de los
pilares de las finanzas neoclasicas. Por lo tanto, el enfoque propuesto aqui se aplicara al modelo de
seleccion de cartera de media-varianza para facilitar las comparaciones con otras carteras eficientes,
como la varianza minima global y las carteras de razén de Sharpe, y para simplificar la interpretacion.

El modelo de Markowitz se basa en los siguientes aspectos: (a) Los rendimientos de los
activos de cualquier cartera se consideran como un vector de variables aleatorias, para las cuales el
inversionista propone una distribucién de probabilidad para el periodo bajo estudio. El valor
esperado estimado del vector de variables aleatorias se utiliza para cuantificar la rentabilidad de la
inversién; (b) la matriz de varianza-covarianza se utiliza para medir la dispersion de la cartera, que
los gestores de cartera utilizan como medida del riesgo asociado a una cartera en particular; (c) el
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comportamiento racional del inversionista le lleva a preferir la composiciéon de una cartera que
representa la mayor rentabilidad, para un determinado nivel de riesgo. Por lo tanto, un vector de
rendimiento esperado u, que contiene el rendimiento esperado de cada activo en la cartera, y una
matriz de varianza-covarianza X, que representa las interrelaciones entre pares de activos, son los
parametros del modelo de fijacidn de precios de activos de Markowitz.

Las carteras de varianza minima global y razén de Sharpe son desarrollos adicionales en la
teoria del modelo de media-varianza de Markowitz. La cartera de varianza minima global es la que
tiene el riesgo mas bajo de todas las carteras factibles. Es decir, a lo largo del conjunto de carteras
o6ptimas que minimizan el riesgo para un nivel dado de rendimiento esperado (frontera eficiente o
frontera de cartera), el punto mas a la izquierda corresponde a la cartera con la varianza minima
global en relacién con todas las demas carteras posibles. En este caso, el parametro del modelo es la
matriz de varianza-covarianza . Por otro lado, la razén de Sharpe es el cociente entre el rendimiento
y el riesgo. Por lo tanto, la cartera con la maxima razén de Sharpe ofrece la mayor rentabilidad
esperada por unidad de riesgo. En este caso, los pardmetros del modelo son el vector de retorno
esperado u y la matriz de varianza-covarianza X.

En este trabajo se propone un método basado en la inferencia bayesiana sesgada, utilizando
una densidad normal multivariada con parametros (g, £) para los rendimientos de los activos y una
distribucion a priori conjugada para (u, X). Esta propuesta considera diferentes configuraciones de
sesgo para estimar g y X, el vector de retornos medios y la matriz de varianza-covarianza
involucrados en el modelo de cartera de media-varianza. Se obtienen expresiones matematicas
compactas de forma cerrada para los estimadores nuevos de g y X (sesgadas por la creencia del
tomador de decisiones) y se utilizan para estudiar sus propiedades asintéticas. Ademas, las
expresiones para los pesos de algunas carteras también se obtienen en forma cerrada. Finalmente,
utilizando diferentes configuraciones de sesgo (estimaciéon de pu y X con diferentes parametros de
sesgo), se evalda el desempefio de las carteras.

Este enfoque muestra que es posible ponderar datos y creencias y generar una cartera 6ptima
cuyo rendimiento y riesgo reflejen estos componentes. Por lo tanto, el método propuesto permite
encontrar los pesos 6ptimos de la cartera, incorporando sesgos en la optimizacion de la cartera. El
analisis asintotico y financiero sobre las consecuencias de incluir sesgos en la seleccion de carteras
ilustra caracteristicas especiales importantes del rendimiento de estas carteras sesgadas. Por
ejemplo, los estimadores sesgados heredan propiedades asintéticas de los estimadores de maxima
verosimilitud, como asintéticamente insesgados y eficientes. Ademas, los niveles de media y varianza
tienden a variar un poco mas en la cartera sesgada de la razéon de Sharpe que en la cartera sesgada
de varianza minima global.

Otra contribucién importante de este trabajo es la creaciéon de un método formal dentro del
campo de los sesgos de finanzas conductuales para la seleccidn de cartera. Ademas, la metodologia
propuesta puede aplicarse a otros modelos financieros y puede implementarse facilmente en
aquellos que han sido tratados desde un enfoque bayesiano como el modelo de Black y Litterman
(1992), el modelo de Black y Scholes (1973) y modelos de volatilidad estocastica (Andersen et al.
2010, Heston 1993).

El documento estd estructurado de la siguiente manera. En la Seccion 2 se presenta una clase
nueva de estimadores para el modelo de seleccién de cartera de media-varianza utilizando un
enfoque de inferencia bayesiana sesgada, que incorpora la opinién del inversionista sobre las
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ponderaciones de los componentes de la distribucién posterior bayesiana (verosimilitud y
distribuciones a priori). El desarrollo matematico para obtener dichos estimadores se describe en el
Apéndice A de este documento. Ademas, el fundamento tedrico para el enfoque de inferencia
propuesto, asi como comportamiento asint6tico de los estimadores sesgados se muestra en el
Apéndice B. En la Seccion 3 se calculan las carteras de media-varianza sesgadas y se muestra, a través
de expresiones matematicas cerradas, como las carteras clasicas de media-varianza son modificadas
por los sesgos. En la Seccion 3 también se describe la implementacion computacional de la
metodologia propuesta y se ilustra, con un ejemplo, el impacto de los sesgos en relacién con las
carteras clasicas de media-varianza. La Seccidén 4 presenta un andlisis de referencia sobre el
rendimiento de las carteras sesgadas para mostrar sus posibles beneficios y costos. Por ultimo, las
conclusiones se presentan en la Seccion 5.

2. Inferencia Bayesiana Sesgada Para Rendimientos Normales de
Activos

En esta seccion, se describe el enfoque propuesto para generar estimadores sesgados para el modelo
de cartera de media-varianza basado en diferentes niveles de importancia relativa (sesgos) que el
tomador de decisiones asigna a los datos y sus creencias. Este enfoque se aplica a la distribucién
normal multivariada para facilitar la comparacién con otras carteras de media-varianza (por
ejemplo, la razén de Sharpe y las carteras de varianza minima global) y para simplificar la
interpretacion, como se vera en la siguiente seccién de este documento. Los estimadores sesgados
obtenidos aqui, y que seran utilizados en los modelos de optimizacién de cartera de la Seccién 3, se
presentan a través de expresiones matematicas de forma cerrada.

La inferencia bayesiana sesgada fue introducida por Matsumori et al. (2018) para explicar los
sesgos de decision psicoldgica y los defectos en el control cognitivo. La aplicacion de esta metodologia
también aparece en areas de sistemas cognitivos e interaccion entre factores humanos y sistemas
computacionales (Rezaei et al. 2022, Rastogi et al. 2022). Matsumori et al. (2018) introdujeron sesgos
exponenciales en la inferencia bayesiana de la siguiente manera:

P(H|D) « [P(D|H)]P[P(H)]%,

donde P(H|D) es la probabilidad de la hipdtesis H después de observar los datos D, o
posterior de H, P(D|H) es la probabilidad de D como funcién de H, o verosimilitud de H, P(H) es la
probabilidad a priori de la hipotesis H, o a priori de H, 8 es el sesgo exponencial de la verosimilitud y
« es el sesgo exponencial correspondiente a la probabilidad a priori.

Aqui, se considera una formulacién paramétrica de la inferencia bayesiana sesgada y dos
tipos de sesgos que afectan la distribucién a priori. Formalmente, sean x4, ..., x,, las observaciones
muestreadas a partir de una densidad de probabilidad f(x|@), donde 6 = (¢,§) es una
parametrizacion del modelo. Sea (¢, &) = n(¢p|&)m(§) la distribucion a priori sobre 8 = (¢, §),
donde (¢|§) es el a priori de ¢ condicionado sobre § y m(§) es el a priori de §. Por lo tanto, se
propone un enfoque bayesiano sesgado considerando
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(@, §1x) o« [Le(p, OIF [m(Pl§)]* [m(§)]*2 (1)

como un modelo general sesgado para actualizar las creencias a priori a las creencias
posteriores dados los datos. Los pardmetros 8, y a,, representan los sesgos en la verosimilitud
Ly(¢,&),laapriorin(¢p|&) ylaa prioriw(§), respectivamente. Mas adelante en el Apéndice B (Apoyo
tedrico) se justifica tedricamente el uso de verosimilitudes ponderadas y a priori potenciadas
acomodando la inferencia bayesiana sesgada dentro de un marco de inferencia general que se basa
en funciones de pérdida en lugar de funciones de distribucion (Bissiri et al. 2016).

En general, los parametros de sesgo a; y @, en (1) controlan la planitud de la densidad de
probabilidad a priori original, que se logra especificando a¢; = a, = 1. Téngase en cuenta que cuando
a1 = a, la inferencia es como la inferencia bayesiana sesgada habitual. En particular, si a; = a, =
1 entonces obtenemos la distribuciéon posterior de potencia o posterior atemperada. Del mismo
modo, el pardmetro de sesgo f controla la planitud de la verosimilitud original obtenida con § = 1.
Ver Matsumori et al. (2018) para una descripciéon mas detallada del efecto de los parametros de sesgo
en diferentes factores en la inferencia bayesiana.

Aqui, se asume que los parametros de sesgo son positivos. Ademas, supongase que f(x|0) es
una funcién de densidad normal multivariada de un vector columna aleatorio d-dimensional X =
(X4, ..., X4)T, dada por

£(x]0) o [det(Y)]*5e~05G@-m Y-

con parametro @ = (u,7), donde u es la media del vector X y 7-! = %; es la matriz de
varianza-covarianza. La a priori se elige de modo que tenga la siguiente forma:

n(w,T) = n(u|T)n(T),

donde (u|T) es una funcién de densidad normal multivariada dada por:
m(uIT) o [det(T)]*Se~0SRok-Ho) T (h=t),
y (T) es una densidad de Wishart definida por
7(T) o [det(T)]05Po=d=1) o =05tr(¥5'T),

Los parametros (g, Ao) son los hiperpardmetros para la a priori t(u|7T). El vector medio py
se utiliza para determinar la ubicacion de w(u|7"), mientras que el escalar 4, afecta la precision a su
alrededor. Por otro lado, los parametros (v, ¥,) son los hiperparametros para la a priori w(7'). El
entero positivo v, es el nimero de grados de libertad. La media a priori de ©(T") es vy¥,, donde ¥,
es una matriz simétrica y no singular. Nétese que una opcién para ¥, serfa (1/v,)2y!, donde £, es
una suposicion a priori para la matriz de varianza-covarianza. Ver Zhang (2021) para una explicaciéon
mas completa de la influencia de las a priori Wishart.
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La distribucion posterior resultante sobre (i, 7) es una densidad Normal-Wishart,

w(u,T) < {[det(T)]0'5e'0'5'1p(ll‘ﬂp)TT(I“ﬂp)} {[det(T)]0'5"pe‘0'5tr(‘1’517)},
con parametros
_ doutty + nfE
= Aoty + 1
Ap = Aoy +np,
v, =nf + (a; — az) + axvg + d(1 — ay),

Aoaynf N N
m(ﬂ — po) (A — po) ,

)

Y, = |a, W' +npLy +

donde fiy £, son las estimaciones de maxima verosimilitud (MLE) de p y X4, respectivamente, dadas
por

L= D - -

i=1

SIr
Sl

n
le- and £, =
i=1

El desarrollo matematico para apoyar estos resultados se describe en el Apéndice A, al final
de este documento. Se propone estimar u utilizando la estimacion de localizacion posterior dada por
~_ Aoaypue +np
H=tp= Aoty + 1B

Por otro lado, si T =2;! tiene una distribucién Wishart con parametros (vp, ‘Pp), entonces
T~! = 3, tiene una distribucién inversa Wishart con parametros (vp, ‘Pp‘l). Asi, proponemos como
estimador para X la media de esta distribucién:

- & Aoanf -

1 0% _ — 0T

s - w1 _azlpo +nﬁzd+/10al+n[)’(” Mo) (@ — po)
d v,—d—1 np+ (a; —ay) +a,(vg—d) —1

En la siguiente seccidn, se utilizaran estos estimadores sesgados para construir carteras
sesgadas de media-varianza.

3. Carteras Sesgadas de Media-Varianza

Un hito en la teoria moderna de carteras financieras es el analisis de media-varianza introducido por
Markowitz (1952). En su teoria, una cartera eficiente es aquella que ofrece el riesgo minimo para un
valor esperado de rendimiento. Es decir, en la frontera eficiente de Markowitz, cada cartera minimiza
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el riesgo para un rendimiento determinado. Por lo tanto, el inversionista puede seleccionar su cartera
optima en funcién de su nivel de aversion al riesgo en la frontera eficiente.

La cartera de varianza minima global (VMG) y la cartera 6ptima de raz6n de Sharpe (RS) son
dos de las carteras eficientes de media-varianza mas utilizadas. Ambas carteras desempefian un
papel importante en la asignacidn de activos; la cartera de VMG corresponde al inversionista que es
completamente adverso al riesgo, mientras que la cartera de RS corresponde al inversionista que
mide la rentabilidad en relacion con el riesgo. En esta seccién se utilizan los estimadores sesgados
obtenidos en la seccién anterior (para la rentabilidad esperada de los activos y la matriz de varianza-
covarianza) para calcular expresiones matematicas de forma cerrada para las ponderaciones y
caracteristicas de carteras eficientes de media-varianza tales como la media y varianza para las
carteras VMG y RS. Ademas, se presentan implementaciones computacionales de estos métodos para
la seleccion sesgada de carteras.

3.1 Modelo Sesgado de Media-Varianza de Markowitz

Supdngase que un inversionista posee una cartera de d activos. Sea X; = (X;y, ..., X;q)T con
i =1,..,n una muestra aleatoria de los rendimientos de estos activos, y supéngase que
X1, ..., X, son vectores que siguen una distribucién normal multivariada con funcién de
densidad conjunta f(x;u,X;), donde pu = (uq,...,1g) es el vector de pardmetros que
representan los rendimientos esperados de los activos de la cartera y ¥; es la matriz de
varianza-covarianza correspondiente. Bajo nuestro enfoque bayesiano sesgado
generalizado, dada una muestra observada xq,..,x, de Xi,..,X,, se calculan las
estimaciones sesgadas Ji y £, de los parametros p y %4, como fueron descritos en la Secciéon
2.

En el marco de cartera de media-varianza sesgada, se puede obtener una cartera
Optima resolviendo el siguiente problema de optimizacion:

minw’E,w sujetoa wli=p*, 1"™w=1, y w; >0coni=1,...,4d,
w

dondew = (wy, ...,w;)T es un vector de columna de ponderaciones de cartera, u* es un nivel
particular de rendimiento deseado y 1 = (1, ...,1)7 es un vector columna cuya dimensién es
la misma que la dimensién de w. La frontera eficiente se obtiene utilizando ponderaciones
de cartera para asignaciones de activos que minimizan el riesgo w” £,w para cualquier nivel
de rendimiento w Ji. En este caso, la cartera 6ptima Ww* correspondiente a u* es simplemente
un punto de entre el nimero infinito de puntos en la frontera eficiente, que se obtiene
numéricamente. Para un inversionista adverso al riesgo, las ponderaciones sesgadas de la
cartera de utilidad esperada se eligen resolviendo el siguiente problema:

Maxw’ i — (é) wiS,w sujetoa 1Tw =1,
w 2
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donde § > 0 es el parametro de aversion al riesgo. Asi, de forma analoga a Font (2016), el
vector de ponderaciones éptimas de la cartera correspondiente a la cartera de utilidad
esperada sesgada viene dado por

o DR | +l a1 2q 117EG'TY
U7 qrs-11 T s\ 175,11

El limite de Wgy, a medida que 6 se acerca al infinito, conduce a ponderaciones sesgadas de
la cartera de VMG,

_ 51

Wy = frs 1

La media muestral y la varianza de esta cartera vienen dadas por

~ 1780 _ 1
Romv === V¥ Vemv = 7=
17271 17271

respectivamente. La frontera eficiente sesgada en el espacio de la media (R) y la varianza (V)
es la parte superior de la parabola dada por

_ . 21117811 -
(R- RGMV)2 = [ﬁT <251 - W) ﬁl (V = Vemy)-

Otra cartera que se encuentra en la frontera eficiente de media-varianza sesgada es la cartera
de tangencia, que maximiza la razén de Sharpe sesgada,

wlli

JWIE w

Las ponderaciones y caracteristicas de la cartera de RS sesgada vienen dadas por

max sujetoa 17w = 1.
w

_ I L W'E'm 7 i
WsRr = 71~ SR= Tre-1~ Y VsR= T 7
1% H 12 n (17£7'R)
Se concluye esta subseccién proporcionando una expresién matematica para £3, que puede
ser util para establecer la relacion entre las caracteristicas de la cartera sesgada y los
componentes de la inferencia sesgada. Sea a, = (vp —-d- 1)/nﬁ, by = ay/np, ¢, =
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Ao/ (Apa; + nB) y z = (L — pp). Entonces, usando la identidad de la matriz de Woodbury
y la definicién de £, se puede reescribir £;* de la siguiente manera:

7t =ao(Zq + bWyt + COZZT)_1
= a0 {871 = [Sq + La(bo¥5 + cozz")'8,] '}
= aO {251 - [Ed + 2dF2d]_1},
Donde

by?coWozz™ ¥,

I'=byl¥, — :
0 70 14 byleyz™Wz

Asi, por ejemplo, el vector de ponderaciones éptimas para una cartera de varianza minima
global sesgada se puede reescribir como:
“ & @ wa 1-1
7t — [Sa +5alEa]  J1
Wemy =
17 {

71 =[S+ SaT8q] 1

5711 — [S4 +5,78,] 1
178511
17{£71 = [£q + £aTE4] " J1
178711

_ Wemy — Wemy

1-3emv
Donde
$711 _ [Sa+SarS T L T[S+ S80S
Wemy = —=——, Weuy = = , Semv = 5 -
GMV 175,11 GMV 175211 Y Semv 175,11

Observe que wgyy es el vector de ponderaciones de la cartera 6ptima VMG calculado
utilizando la matriz de varianza-covarianza de la muestra X;, Wgyy €s un vector de
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ponderaciones no estandarizadas que depende de los componentes de la inferencia sesgada
atravésde I,y Sgyy es una constante de normalizacion.

Siguiendo el mismo procedimiento, las ponderaciones para la cartera de RS sesgada
Optima se pueden expresar como:

oo = Wsgp — Wsgr — Wspr
Sk 1—3sg —Ssg
Donde
e = DRy _ [£q+E4TE4] R
SR 1T§;1’\' SR 1Ti;1ﬁ ’
- & ra 171 /1~
_ Co (Zdl — [ + £4TE4] ) (7 — po)
Wsr = 1733 )
T8, + 5,08 R co1” (831 = [Sa +£aTSa] ) (B — o)
L, 1 [Ed+ZdFZd] i _ _©o d d al 4a L ]
SsR = 175} y Ssr= ) :

3.2 Implementacion Computacional

Las expresiones matemadticas de forma cerrada presentadas en esta seccién son
implementadas utilizando un software libre para computacion estadistica y graficos llamado
R. Como ejemplo, a continuacidn, se proporciona una configuracién de parametros para el
modelo de seleccion de cartera de media-varianza sesgada. Por otro lado, el paquete NMOF
de R se puede utilizar para implementar una amplia variedad de carteras de media-varianza
sesgadas; véase Gilli et. al. (2019) y Schumann (2011-2023). NMOF tiene funciones que
calculan rendimientos, volatilidades y composiciones para carteras a lo largo de una frontera
eficiente, utilizando sélo la media y la matriz de varianza-covarianza (estimada) como
entradas.

Ejemplo: Para el enfoque de modelado de inferencia bayesiana sesgada, los elementos
seleccionados para este ejemplo son:

0.0012\ 0.0003357 0.0000926  —0.0000095
n=104,d =3, =10.0054 |,24 =| 0.0000926 0.0035848 —0.0000595|,
0.0004 —0.0000095 —0.0000595 0.0000611
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0.0012
Ao =n,vg =d,ue =1{0.0200 |,

0.0004

Yy == [-0.0000522 0.0065156 —0.0000689

0.0003357 —0.0000522 0.0000160 ]1
"1 0.0000160 —0.0000689 0.0000611

ﬁ = 1,“1 ES 2,“2 == 1.

Los valores para n, d, fi, y £, fueron calculados utilizando precios en délares de la
pagina de yahoo finance convertidos a rendimientos semanales del Promedio Industrial Dow
Jones (D]JIA), Bitcoin (BTC), e iShares iBoxx (LQD), por medio del paquete de R, quantmod,
usando getSymbols para el periodo 2015-01-01 a 2017-01-01 (104 semanas). Con fines
ilustrativos, los parametros para las distribuciones a priori se especificaron en funcién de los
rendimientos semanales que se obtuvieron de 104 semanas adicionales. Los pardmetros de
sesgo se seleccionaron para ilustrar una posible configuracién, donde la distribucién a priori
de u condicionadaa T = X3! tiene un parametro de sesgo (@; = 2) mayor que el asignado a
laa prioride £, (a, = 1) y ala verosimilitud (g = 1).

El conjunto de datos arroja los siguientes resultados:

~

0.0012 0.0003454 0.0000911 —0.0000090
n= <0.0151> y ¥, = [ 0.0000911 0.0039149 —0.0000615].
0.0004 —0.0000090 —0.0000615 0.0000629
Entonces,

0.1572\ _ i
Wemy = | 0.0217 |, Rgy = 0.0008457, V. = 0.0000489,
0.8211

0.1563\ _ )
Wer = 0.2293 |, Rz = 0.0039038, Vs, = 0.0002255.
0.6144

La frontera eficiente sesgada y clasica utilizando (ﬁ, id) y (ﬁ, fd), respectivamente,
se puede observar en la Figura 1. En esta figura, la media y la varianza de las carteras 6ptimas
(carteras VMG y RS) estdn marcadas en la grafica de la frontera eficiente correspondiente.
Las fronteras eficientes convergen en el punto de menor riesgo, sin embargo, a medida que
éste aumenta, la frontera eficiente sesgada tiene un rendimiento esperado cada vez mayor
al de la frontera clasica por cada unidad de riesgo. Lo anterior indica que la frontera eficiente
sesgada refleja un menor apetito por el riesgo comparada con la frontera clasica.
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4.
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= | T T |
0.00005 0.00015 0.00025 0.00035
Varianza

Figura 1. La frontera eficiente sesgada y clasica obtenida con base en los estimadores (TL, id) y (ii, 2,1).

Analisis de Referencia de Desempefio Para la Seleccion de

Carteras

En esta seccidn se analiza el impacto de los sesgos en relacion con las carteras clasicas de
media-varianza. Las cuestiones consideradas en este analisis se describen a continuacion:

El estado actual y futuro de los precios (una version estandarizada de los precios
ajustados por dividendos y divisiones) de las tres (d = 3) variables financieras de interés
(DJIA, BTC y LQD) se muestran en la Figura 2(a). Los datos del estado actual
(rendimientos semanales durante las primeras 104 semanas) se utilizaran para estimar
el rendimiento semanal esperado y la matriz de varianza-covarianza. Los datos de estado
futuro (rendimientos semanales para las proximas 104 semanas) se utilizaran para
cuantificar el impacto de los sesgos en el rendimiento semanal futuro de las carteras
Optimas. En la Figura 2(b) se presentan graficas y estadisticas descriptivas (histogramas,
dispersion y correlacion) de estos datos. Se observa que DJIA, BTC y LQD exhiben
distribuciones de frecuencias localizadas cerca del valor cero, con medias muestrales
0.001154, 0.005316, 0.000454 y desviaciones estandar 0.018259, 0.059587, 0.007809,
respectivamente, donde la distribucién correspondiente a BTC es la que presenta el
mayor rango y dispersion. La correlacion negativa mas alta en magnitud se presenta
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entre las variables BTC y LQD, con un valor de -0.13, sugiriendo que a medida que
aumenta una la otra tiende a disminuir. Por otro lado, la prueba de normalidad
multivariada de Henze y Zirkler (1990) proporciona una estadistica de prueba
HZ=1.0442 y un correspondiente p-valor de 0.0267. Con base en esta evidencia se
supondra una normal multivariada para los rendimientos semanales de DJIA, BTCy LQD
durante el estado actual

Usando los rendimientos semanales del estado actual (n = 104 semanas), obtenidos a
partir de los precios mostrados en la Figura 2(a), las estimaciones del rendimiento
semanal esperado fi y la matriz de varianza-covarianza £, son los presentados en el
Ejemplo de la Seccién 3. Ademas, los parametros Ay, vy, Ug, ¥, para distribuciones a priori
son las presentadas en ese ejemplo. Por otro lado, los valores para los parametros de
sesgo para el andlisis son 8 € [0.5,2], a € [0.5,2] y a; = a, = a. Es decir, se presenta
una cuadricula para B y a que va de [0.5, 2] a [0.5, 2].

Se consideran las carteras éptimas sesgadas basadas en modelos de varianza minima
global y razén de Sharpe. Interesa analizar el rendimiento esperado y la varianza de estas
carteras sesgadas en funcién de los datos del estado actual. Ademas, utilizando las
ponderaciones estimadas de estas carteras, se calcularon y estudiaron los rendimientos
semanales acumulados para el estado futuro.

(a)
Precios de cierre ajustados y estandarizados. 2015-01-02 / 2018-12-28
— DJIA
8 [—=———1gIC 4
— LQD
2 2
1 1
0 0
-1 I
I 1 1 I I I I 1 1
Jan 02 Jul 01 Jan 04 Jul 01 Jan 03 Jul 03 Jan 02 Jul 02 Dec 28
2015 2015 2016 2016 2017 2017 2018 2018 2018
(b)
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Figura 2. (a) Comportamiento de los precios durante el estado actual y futuro, empleados para calcular
rendimientos semanales utilizados en este estudio. (b) Graficas y estadisticas descriptivas de los rendimientos
semanales obtenidos de las variables financieras de interés durante el estado actual.

La Figura 3 muestra graficos de imagen de superficies correspondientes a la media y
varianza obtenida mediante el uso de carteras dOptimas sesgadas con 8 € [0.5,2], a €
[0.5,2] y @; = @, = a. Los graficos de imagen para carteras 6ptimas sesgadas basadas en el
modelo de varianza minima global se presentan en la Figura 3(a)-(b) mientras que los
correspondientes a la razon de Sharpe se muestran en la Figura 3(c)-(d). Se observa una
tendencia similar en todas las graficas, con la media y la varianza de la cartera 6ptima
sesgada aumentando a medida que S decrece y a se incrementa. Sin embargo, los cambios
en los respectivos niveles de la media (retorno esperado) y la varianza, calculados utilizando
el modelo de varianza minima global, no parecen variar mucho; ver los valores en la escala
de colores de la Figura 3(a)-(b). Ademas, el sesgo a no parece afectar a la varianza cuando
los valores de f son mayores que 1. Los niveles de media y varianza parecen variar un poco
mas en el modelo de la razon de Sharpe; ver los valores en la escala de colores de la Figura
3(c)-(d). La Figura 4 muestra graficos de imagen de las superficies correspondientes al
rendimiento acumulado semanal para el estado futuro de las carteras 6ptimas en estudio
(varianza minima global y carteras de la razon de Sharpe). El grafico de imagen para carteras
optimas sesgadas basadas en el modelo de varianza minima global se muestra en la Figura 4
(a), mientras que el grafico correspondiente a la razén de Sharpe se muestra en la Figura 4

(b).
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Figura 3. Superficies correspondientes a la media y varianza obtenidas mediante el uso de carteras dptimas
sesgadas basadas en modelos de varianza minima global y razén de Sharpe, con g € [0.5,2], a € [0.5, 2],
y a; = a, = a. (a) Rendimientos esperados correspondientes a carteras de varianza minima global 6ptimas
sesgadas; (b) Varianza de carteras de varianza minima global éptimas sesgadas; (c) Rendimientos esperados
correspondientes a carteras sesgadas de razén de Sharpe dptimas; (d) Varianza de las carteras sesgadas de
razén de Sharpe dptimas.
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Figura 4. Superficies correspondientes al rendimiento acumulado semanal obtenido mediante el uso de
carteras Optimas sesgadas basadas en modelos de varianza minima global y razén de Sharpe, con g € [0.5, 2],
a €]0.5,2], ya,; = a, = a. (a) Rendimiento acumulado semanal para el estado futuro correspondiente a las
carteras de varianza minima global éptima sesgada; (b) Rendimiento acumulado semanal para el estado futuro

correspondiente a las carteras sesgadas de razon de Sharpe.
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En la Figura 4(a), el rendimiento acumulado semanal mas alto para el estado futuro
se obtiene aumentando el valor de  y disminuyendo el valor de @, mientras que en la Figura
4(b) ocurre lo contrario. Ademas, los cambios en los niveles de rendimiento acumulativo
semanal (retorno futuro), calculados utilizando el modelo de varianza minima global, no
parecen variar mucho. Sin embargo, estos niveles parecen variar un poco mas en el modelo
de razdén de Sharpe. Esto ya se habia observado para la media y la varianza de ambos
modelos.

5. Conclusiones

Este articulo presenta un esfuerzo de investigacion centrado en el desarrollo de carteras
financieras 6ptimas mediante la incorporaciéon de inferencia bayesiana y sesgos de los
inversionistas en el proceso de construccion de carteras. El estudio utiliza la metodologia de
inferencia bayesiana sesgada en el proceso de seleccidn de carteras de media-varianza, lo
que permite diferentes configuraciones de sesgo o ponderacién sobre el modelo estadistico
y las creencias a priori. El enfoque propuesto demuestra eficacia en la identificacién de
carteras Optimas que reflejen la interaccién entre las probabilidades basadas en datos y las
creencias subjetivas de los inversionistas.

La metodologia se aplica especificamente a las carteras de media-varianza utilizando
una densidad normal multivariada para la rentabilidad de los activos (parametrizada a
través de pu y X) y una distribuciéon a priori conjugada para (u,X). El estudio asegura
propiedades asintéticas positivas de los nuevos estimadores de pu y X, garantizando
consistencia y eficiencia. La inclusion de sesgos en el proceso de estimacion se facilita al
considerar varias configuraciones de sesgo para las crecencias a priori sobre gy X. Ademas,
las expresiones matemadticas de forma cerrada para las ponderaciones de la cartera se
derivan para determinados tipos de carteras.

El rendimiento de la cartera se evalda rigurosamente bajo diferentes configuraciones
de sesgos, lo que pone de manifiesto la relevancia de incorporar sesgos en la seleccion de
carteras para su optimizacién. La investigacion contribuye al campo de los sesgos de las
finanzas conductuales en la seleccién de carteras y subraya la adaptabilidad de la
metodologia propuesta a otros modelos financieros tratados desde una perspectiva
bayesiana. Los resultados sugieren que el enfoque puede producir ponderaciones 6ptimas
de la cartera que armonicen tanto los datos objetivos como las creencias subjetivas de los
inversionistas. En general, se ha demostrado que la inclusiéon de sesgos en la optimizacion
de carteras es valiosa para permitir a los inversionistas construir carteras alineadas con sus
preferencias de riesgo y objetivos de inversion.
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Apéndice A

SiX = (Xy,X,,...,X;) esunvector aleatorio distribuido normal multivariado con pardmetros
(u, T = Z71), entonces la verosimilitud de (i, T) viene dada por

5 B
n £aT
L(p,T) {exp [— g (w—)"7T(u~- ﬁ)] [det(T)]zexp [_ @l}
4T
= &Xp [— % (-7 — ﬁ)] [det(T)]™/2exp l_ %}

Asumimos una densidad a priori para (u,T) dada por

n(w,T) = n(u|T)n(T),

donde w(u|T), la distribuciéon de los rendimientos esperados condicionada a T , es una
densidad normal multivariada a priori para g con parametros (g, Ao7) y m(T) es una
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densidad Wishart a priori para T con parametros (vy, ¥y). Entonces, la distribucion a priori
para (u,7) toma la forma

A
4 7) o {[det()Tzexp [ 22 (= o) T (1 — o)

[det(T)](vo_Zﬂexp [— %tr(‘}’o"lf]")]}a

a Ao
= [det(T)]zexp [— 7a (U= po)"T(u— ﬂo)]

a(vog—d—1) 1
[det(T)]Z exp [— Etr(atpo—lfr)].

Por lo tanto, la distribucion posterior para (¢, 7) dado la muestra observada es:

[(avg+nB)+d(1—a)—d—1] 1 N
m(n,T) « [det(T)] 2 exp {—Etr[(a‘PO"l + nﬁEd)T]}

nf R R Ao
[det(7)]*/?exp [— — (=BT (- ) - % (- o)™ T (n— uo)]-
Obsérvese que

nB(p— W7 (- )+ Aoa(p— )" T (1 — po)

= e (=) 7 (- )
ol - ko) @ - k)"
Entonces, tenemos que
m(u,T) « [det(T)][(avommﬂzl(l_a)_d_l]exp {—%tr [(al{’o_l +nBE,
e = o) @ o) )7 [} et exp |5 (e

+npB) (u

 Aoap + nﬁﬁ)T (  Aoapo + nﬁ)
Ao + np Aa+np /|
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Apéndice B

El enfoque inferencial propuesto aqui es estadisticamente riguroso porque cae dentro del
marco general de actualizacidn de creencias de Bissiri et al. (2016), basado en funciones de
pérdida en lugar de funciones de distribucidn. Bissiri et al. (2016) construyen una pérdida
esperada (en el espacio de medidas de probabilidad en espacio—8)

L(v;my, x) = f%’(@,x)v(d@) + dg, (v, ),

donde (8, x) es alguna funcion de pérdida y dg; (v, m,) la divergencia de Kullback-Leibler
de v a una a priori  para el parametro 6, tal que

m* = argmin L(v; 1T, x)
v

es una seleccion dptima de la distribucion posterior dada una a priori my(8) y datos x. Los
autores muestran que el minimizador de £L(v; 1y, x) viene dado por

e [—f(e,x)]n(g)
[ el=t@0lr(dg)’

n*(6) =
tal que
0< j el=t001r(dg) < oo.

Entonces, la teoria presentada en Bissiri et al. (2016) tiene la forma de una actualizacion
bayesiana que utiliza una funcién de pérdida exponencial negativa en lugar de la funcién de
verosimilitud.

Para nuestros propdsitos, [(8, x) es la funcion de pérdida logaritmica dada por
1(6,x) = —{Blog[L(6,x)] + (a — D7 (0)},

donde log[L(6, x)] es la funcién log-verosimilitud para la distribucién normal multivariada
con pardmetro 6 = (i, %), () = n(u|X ) (Z"1) es una a priori para 6 con m(u|Z™ 1) y
m(Z™1) seleccionadas como densidades normal y Wishart, respectivamente, y 8 y a son los
parametros de sesgo correspondientes a las ponderaciones de la verosimilitud y la a priori,
respectivamente. Entonces, en nuestro caso, la posterior éptima * es una densidad Normal-
Wishart (véase el Apéndice A de este articulo).
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Por otro lado, el estudio del desempefio de los estimadores sesgados se puede llevar a cabo
tedricamente. Por ejemplo, la esperanza para los estimadores sesgados de u y X se da como:

E(@) = E@) + coE(uo — 1),
E(Z,) = (aio) E(Zy) + (Z—Z) wit + (2—‘;) E(zz").

Ahora, en general, puesto que E(fl) = u, E()fd) =(1—-n"1YX entonces i y £; no son
estimadores insesgados. Sin embargo, cuando n va al infinito obtenemos:

. _(@1=nY . by . Co
limcy =0, lim——=1, lim—=0y lim—=0.
n—-oo n—oo aO n—-oo aO n—-oo aO

Entonces, tanto Ji como £, son estimadores asintéticamente insesgados, aunque no sean
insesgados. Ademas, con base a estos limites, los estimadores sesgados heredan propiedades
asintoticas del MLE, como la eficiencia asintoética.



